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E L E M E N S 

D U 

CALCUL  INTÉGRAL 

SECONDE  PARTIE  5 

PAR  LES  PP. 

LE  SEUR,  et  JACQUIER, 

De  la  Société  Royale  de  Londres , de  C Academie  de  Berlin , 
de  l' lnjlttut  de  Boulogne , Ô*  Corref pondons 
de  V Academie  Royale  des  Sciences. 


A PARME, 

CHEZ  LES  FRERES  FAURE 

Libraires  de  Son  Altesse  Royale.- 

M.  D C C.  L X V 1 1 1. 

Avec  Approbation. 
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J FÊ  R TISSE  ME  N T, 


(^Uoique  nous  ayons  expofé  le 
plan  de  nôtre  Ouvrage  dans  la  Préface 
qui  eft  à la  tête  du  premier  Volume, 
nous  croyons  cependant,  d’après  les  ré- 
flexions , que  nous  a communiquées 
un  Sçavant  illuftre,  & dont  nous  réf- 
peëtons  les  confeils,  devoir  ajoutér  un 
Avértifsement  à cette  fécondé  Partie. 
Nous  avons  rendû  dans  la  Première  en 
general,  les  hommages  de  refpeft  du  aux 
grands  Hommes,  dont  les  decouvertes 
ont  enrichi  nôtre  travail  : les  noms 
célébrés  de  M.rs  Euler , D’Alembert , 
Clairaut,  Fontaine,  de  la  Grange,  de 
Condorcet,  font  plus  d’honneur  à ceux 


vj  AVERTISSEMENT. 

qui  les  citent,  qu’ils  n’en  font  à ces 
Hommes  illuftres  bien  fupérieurs  à nos 
foi  blés  eloges.  Si  nous  n’avons  pas 
honoré  plutôt  nôtre  Ouvrage  par  des 
Noms  auffi  glorieux,  c’efl  par  ce  que 
dans  les  decouvertes,  que  ces  fçavants 
Mathématiciens  ont  faites,  nous  nous 
forriraes  prefque  toujours  écartés  de 
leur  forme  de  démontrer,  nous  faifant 
une  loi  de  fuivre  nos  principes , & 
d’y  ramener  ce  qui  etoit  découvert 
par  les  autres.  Or  il  eût  été  injufte 
dans  des  chofes,  qui  nous  appartien- 
nent en  partie,  8c  qui  peuvent  être 
vicieufes  dans  la  forme,  de  citer  les 
Inventeurs,  aux  quels  on  auroit  pù 
attribuér  des  fautes,  qui  etoient  a nous. 
D’ailleurs  il  eût  falû  quelques  fois  en- 
trer dans  des  altercations  trop  éloi- 
gnées de  nôtre  but , en  recherchant 
les  premiers  Auteurs  d’une  decouverte, 
qui  font  fouvent  très-douteux. 

11  refte  à nous  difculper  d’une 
variété  de  méthodes,  dont  nous  nous 
fommes  fervis  dans  plufreurs  occafions. 
Nous  avons  crû  cette  diverfité  utile. 
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pour  indiquer  aux  Commençants  les 
différentes  routes  dans  la  recherche  de 
la  vérité.  De  plus  il  nous  paroit  que 
parmi  les  différentes  méthodes  de  Cal- 
culs , on  peut  rarement  en  affignér 
une , qui  foit  generalement  la  plus 
commode;  il  faut  fouvent  variér  les 
méthodes  félon  les  cas,  pour  une  plus 
grande  facilité. 

Enfin  la  plus  grande  partie  de  ce 
dernier  Volume  ayant  été  imprimé  en 
nôtre  abfence,  nous  ne  pouvons  nous 
difpenfér  de  renouvellér  publiquement 
nôtre  reconnoi dance  à M.r  de  Reralio, 
qui  a pris  le  foin  de  verifiér  nos  Cal- 
culs, & qui  ne  nous  permettroit  pas 
de  le  loüér  autant  que  nous  l’efti- 
mons;  il  regarderait  nos  eloges  com- 
me une  faute  qu’il  voudrait  corrigér. 


ELE- 
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D U 

CALCUL  INTÉGRAL  * 

SECONDE  PARTIE. 

De  l'intégration  des  Différentielles 
a plufieurs  variables. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  l'intégration  des  Différentielles  du  premier  ordre 
qui  contiennent  plufieurs  variables  mêlées , 

(D  dont  tes  Intégrâtes  exaEles  font 
des  fuites  finies . 

CCCXXVI. 

T ^Orfq  ue  les  variables  d’une  différentielle  du 
premier  ordre  font  fe parées,  on  peut  toujours  en  trou- 
ver l’intégrale  exafte  algébriquement,  ou  par  la  qua- 
drature des  courbes,  en  cherchant  feparément  par  les 

A 
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méthodes  de  la  première  Partie  les  intégrales  de  chacutr 
des  termes,  dont  cette  différentielle  eft  compofée,  & 
qui  ne  renferment  qu’une  feule  variable , 8c  en  uniffanc 
ces  intégrales  particulières  avec  leurs  lignes  — t-  ou  — r 
pour  en  former  l’intégrale  entière,  a laquelle  on  ajoute 
la  confiante  fuivant  la  réglé  (Art.  xiv.  ).  Mais  quand 
les  variables  font  mêlées,  c’eft  a dire,  multipliées,  ou 
divifées  les  unes  par  les  autres  dans  la  différentielle 
qu’on  veut  intégrer,  on  a befoin  d’autres  méthodes, 
foit  pour  réduire  cette  différentielle  a une  autre,  dans 
laquelle  les  variables  foient  feparées,  foit  pour  l’intégrer 
fans  feparer  auparavant  les  variables  ou  les  indétermi- 
nées . Nous  expliqjjfnng  Chapitre  les  princi- 

pales méthodes  pour  intégrer,  fans  feparation  de  varia- 
bles , les  différentielles  du  premier  ordre , qui  naiffent 
de  la  différentiation  des  quantités  exprimées  par  des 
fuites  finies , qu’on  appelle  fondions  finies . 

- CCCXXVII. 

Une  différentielle  de  cette  forte  étant  propofée, 
on  peut  d’abord  effayer  de  l’intégrer  en  la  comparant 
avec  les  formules  generales  de  même  efpece,  dont  on 
connoît  les  intégrales  par  le  Calcul  différentiel  . On 
fçait,  par  exemple,  que  la  différentielle  du  produit 

x y eft  que  celle  de  la  fraélion  - eft 
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r— - que  celle  de  la  puiflânce  x“  eft  nx”~~Idx, 

que  celle  du  logarithme  de  x eft  — , &c.,  x 8c  y re- 

prefentent  dans  ces  formules  generales  des  variables 
quelconques,  fîmples.  ou  composes,  comme  on  voudra. 
Donc,  fi  la  différentielle  propofée  peut  fe  réduire  par 
fubftitution  a quelqu’une  de  ces  formules  generales  de 
différentielles,  on  en  trouvera  tout  d’un  coup  l’intégra- 
le, en  faifant  les  mêmes  fubftitutions  dans  l’intégrale 
connüe  de  cette  formule  generale.  C’eft  ainfi  qu’en 

comparant  la  différentielle  mu  xm~~ï dx-+nxmun~l  du 
avec  la  formule  de  même  efpece  ydx-^xdy  y on  trou- 
ve qu’en  fubftituant  u pour  y,  & xm  pour  x dans 
cette  formule,  elle  fe  réduit  a la  différentielle  propofée; 
d’où  l’on  conclût  qu’en  faifant  les  mêmes  fubftitutions 

dans  xy  intégrale  de  y d x -+•  x dy , on  aura  u ” xm  pour 

l’intégrale  de  mu  x"  1 d x—¥ n xm un  x du.  On  voit 
de  même  que  l’intégrale  de  la  différentielle 

1 — eft  le  logarithme  hyperbolique 

de  x”'  u ; par  ce  qu’en  fubftituant  a ” u au  lieu  de  x 
dans  la  différentielle  — , on  la  réduit  a la  différentiel- 
le propofée;  d’où  l’on  conclut  qu’en  fubftituant  aufU 
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au  lieu  de  # dans  I»  »,  qui  eft  l’intégrale  de 
~ , on  aura  L.  zm  un  pour  l’intégrale  de  la  différen- 
tielle propofce . Il  eft  clair  qu’on  pourroit  faire  ainfi 
des  Tables  de  différentielles  très-compliquées,  par  le 
moyen  defquelles  on  auroit  des  intégrales  très-difficiles. 
Mais,  quoique  ce  moyen  d’intégration  foit  fouvent  fort 
utile,  furtout  pour  ceux  qui  font  fort  exercés  dans  le 
Calcul  différentiel , il  n’eft  pas  aifé  de  l’employer , 
quand  les  différentielles  qu’on  fe  propofe  d’intégrer  ne 
font  pas  reduélibles  a une  forme  déjà  connüe;  par  ce 
qu’on  n’a  point  de  réglé  generale  & fdre  pour  le 
choix  des  fnrmnlge  , ny  ynw  îêS  fubftitUtionS . Il 
faudra  alors  fe  fervir  des  méthodes,  que  nous  allons 
expliquer  après  quelques  préparations. 

CCCXXVIII. 

Une  différentielle  quelconque  égalé  a zéro  fe  nomme 
équation  différentielle;  8c  on  l’appelle  Amplement  quanti- 
/é,  ou  fonBion  différentielle , lorfqu’on  11e  la  fuppofe  point 
égalé  a zéro . Cette  diftinélion  eft  neceflaire  dans  plufieurs 
cas;  car  fi  on  differentie  une  quantité  variable,  qui 
n’eft  point  en  forme  d’equation , la  différentiation  ne 
pourra  faire  evanoiiir,  que  les  quantités  confiantes,  qui 
ne  font  point  mélées  avec  les  variables.  Mais  fi  la 
quantité  qu’on  différentie  eft  en  forme  d’equation,  la 
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différentiation  pourra  faire  difparoître , outre  les  cou- 
dantes, quelque  fâéleur  mêlé  de  variables,  qui  multi- 
plie , ou  divife  toute  l’equatiou  différentielle . Par 

exemple,  en  différentiant  la  quantité  a*’  — bxxy-bcÿ 
dans  laquelle  c eft  fuppofée  confiante,  on  aura  la  foa- 

flion  différentielle  zaxdx — iby  xdx — bxxdy.  Mais, 

fi  on  fuppofe  ax% — bxxy-¥f=zoy  & qu’on  différen- 
tie,  on  aura  l’equation  différentielle  îaxdx—ibyxd» 

— bxxdy=o)  laquelle,  étant  divifée  par  le  faéleur 
commun  & variable  #,  fe  réduit  a l’equation  2 adx— 
2 b ydx — bxdy  = o.  De  même  la  fonélion  différentiel- 
le • étant  égalée  a zéro,  & di- 

vifée par  le  faéleur  commun  y x devient  axdx- 4* 
bydx  — cxyxdy=zo , 

CCGXXIX. 

On  appelle  cxattc , ou  complexe , la  quantité  diffé- 
rentielle, dont  l'intégrale  eft  une  fonflion  finie  de  va- 
riables & de  confiantes;  ou  bien  c’eft  une  différentiel- 
le, qui  peut  naître  de  la  différentiation  d’une  fonélion 
en  termes  finis.  Ainfi  2 axdx  — bx'dy  — 2 byxdx  eft 
une  différentielle  exaéte  ou  complette,  par  ce  que  fou 
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intégrale  - b*  y eft  une  fonflion  finie,  ou  par  ce 
qu’on  la  peut  trouver  par  la  différentiation  de  cette 
fonction . 

cccxxx. 

Suppofé  que  A, B,C> D^&c.  foient  des  fondions 
différentes  des  variables  x,^,«,m, ÔV.,  & de  confian- 
tes, l’expreffion  dans  laquelle  dA  eft  entre  deux 

parenthefes,  fignifie  le  quotient  qu’on  trouve  en  divi- 
lânt  par  dy  la  différentielle  de  la  fonélion  A , prife  en 
ne  fàifant  varier  que  y m & -en — -regardant  comme  con- 
fiantes toutes  les  autres  variables,  dont  A peut  être 
compofée.  De  même  , ou(-~ p-  expriment  les  quo- 

tiens  qu’on  trouve,  en  divifant  par  </x,  ou  par  dz  les 
différentielles  dB  y ou  dC,  prifes  en  ne  regardant  com- 
me variable,  que  x , dans  la  fon&ion  B,  ou  que  z 
dans  la  fonélion  C,  & confiderant  toutes  les  autres  va- 
riables qui  font  dans  B,  ou  dans  C,  comme  des  con- 
fiantes . Suppofé,  par  exemple,  que  A— a n'y* , cette 

expreffion  fignifiera  »/»*’”/’“’ 1 ; fi 
l’expreffion  r-^~  fignifiera  car  la  différentielle 
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de  axmyn  prife  dans  la.  ruppofition  que  y feule  foit  va- 
riable, & que  * foit  confiante  efl  naxm/'~“l  dy,  8c 


<4ü=»4*y- 

ày  * 


cccxxxr. 


Lemme.  Suppofé  que  A foit  une  fonélion  de 
deux  variables  x , 8c  y , 8c  de  confiantes , & qu’on  ait 
trouvé  l’integrale  S.  Adx , en  prenant  x pour  variable 
& y pour  confiante;  fi  on  différentie  de  nouveau  cette 
intégrale  S.  Adx,  en  fâifànt  varier/,  traitant  x com- 
me confiante,  la  différentielle  d.S.Adx  fera  dy.y Ç 

S.-jy-dx.  Pour  donner  une  idée  plus  nette  de  cette 

propofition  , foit  A—x”' y* , & Adx~y’’xmdx.  L’in- 
tégrale S.  Adx  de  la  différentielle  Adxy  en  prenant/ 

n t 

pour  confiante , fera  • — ; & la  différentielle  de  cet- 

te intégrale,  en  prenant  / pour  la  feule  variable,  8c  x 

pour  confiante  fera m ^ i — . Il  faut  donc  démon- 

trer que  cette  différentielle  efl  — dy.  S.  ^~dx,  dA 
étant  la  différentielle  de  A prife  en  faifam  varier  y , 8c 
regardaot  * comme  confiante  ; ce  qui  efl  évident  dans 
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Cet  exemple,  puifque  = »xmy,— l~)d#r=s 

ttÿ'  1 xm  dx)  i’.  ^^jyd x — S.n yn~~ 1 «"  dx  =5 

— , en  traitant  y cumule  cuofhinte  dans  cette 

ftt  "T  I * 

intégration . Donc  — — — — — = dy  S.  -j~  dx. 

En  general  la  quantité  S.Adx  étant  compofée 
de  deux  variables  * 5c  /*,  en  la  différentiant  tour  a 
tour  félon  * & on  aura  la  différentielle  totale  Adx 

—‘rda.S.-^—^-dx.  Car  fuppofbns  que  A foit  l’ordon- 
née d’une  courbe, dont  a ^ paramétré , Sc  dx  la 

différentielle  de  Fabfciffe;  en  faifant  varier  l’abfciffe,  le 
paramétré  demeurant  le  même,  il  eft  clair  que  la  dif- 
férentielle de  l’aire  fera  Adx.  Mais  fi  on  fart  enfutte 
varier  le  paramétré  a , l’abfciffe  refiant  la  même,  il  eft 
évident  que  la  différentielle  Adx  fera  augmentée  d’une 
fécondé  différentielle , qui  ne  peut  refulter  que  de  la 
variation  du  paramétré  <*,  en  différentiant  l’ordonnée 
A.  Il  faut  donc  différentier  A en  faifant  varier  a 
feulement,  & en  multipliant  la  différentielle,  qui  en 
proviendra  par  la  différentielle  dx  de  l’abfciffe;  il  eft 
clair  qu’on  aura  la  fécondé  partie  de  la  différentielle 
cherchée.  Or  fi  on  différentie  A en  ne  fuppofànt  que 
x de  variable,  le  coefficient  de  la  différentielle  da  e- 

tant , 
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tant,  après  la  différentiation,  on  voit  par  les 

différentiations  precedentes,  que  la  fécondé  différentielle 
cherchée  fera  S. .dx.d  a.  Mais , comme  la  quan- 
tité dont  on  fait  varier  le  paramétré  eft  la  même  dans 
la  même  courbe,  il  eft  clair  que  da>  qui  eft  variable 
par  rapport  a la  première  Partie  de  la  différentielle  , 
fera  confiante  dans  la  fécondé,  & par  confequent  on 
pourra  le  mettre  hors  du  figne  d’intégration,  ce  qui 

changera  l’expreffion  precedente  en  celle-cy ^da, d x. 
Donc  la  différentielle  totale  de  S.Adx  eft  Adx  — t- 
da.S.^j^dx.  Cette  demonftration  ne  peut  avoir 
aucune  difficulté,  fi  on  la  compare  avec  les  exemples 
precedents . 

On  pourroit  auffi  demontrér  ce  Lemme  d’une  au- 
tre manière.  Suppofons  M une  fonélion  de  s»,  de  y 
8c  de  confiantes,  & foit  Adx  la  différentielle  de  cette 
fonélion,  dans  la  fuppofttion  de  y confiante.  Si  on 
veut  avoir  la  différentielle  totale,  on  fuppofera  quelle 

foit  Adx-\-Bdy.  Or  B doit  être  tel  que 
(xxvii.).  Donc  dB=^-dx,  & en  intégrant  danslafup- 

a y 

pofition  de  x feule  variable,  on  aura  B==S.-^-jd> t, 

B 
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te  Bdy=adyS.~^yd  x . Mais  Ad»  eft  la  différentiel- 
le de  My  en  regardant  » fenle  comme  variable.  Donc  la 
différentielle  totale  Adx-+Bdy=zAdx-+dy S. ^j-dx. 


CCCXXXII. 


Theoreme.  i.°  Adx-+Bdy  étant  une  quantité 
différentielle  du  premier  ordre  a deux  variables  * 8c  /, 
dans  laquelle  A te  B font  des  fonctions  de  ces  deux 
variables,  & de  confiantes;  cette  différentielle  ne  peut 

être  exaéle,  a moins  qu’on  n’ait  l’equation  <-~f~  “ 

&,  fi  on  a cette  équation,  la  différentielle  Ada 
~±Bdy  fera  exaéle. 

2.®  Ad  x-¥  B dy-k-C  dz  étant  une  différentielle 
du  premier  ordre  a trois  variables  x , y , * , dans  la- 
quelle A y B y C reprefëntent  des  fondions  compofées 
de  ces  mêmes  variables,  & de  confiantes,  cette  diffé- 
rentielle ne  peut  être  exafle,  a moins  qu’on  n’ait  ces 


trois  équations  ^—=z 


JA) ( JB ) 

Jy  ~~  J x y 


(JA)  _ (JC) 
Jz  Jx  y 


é J Q \ ^ 

J & fi  on  a ces  trois  équations,  la  différentielle 
Ad»-¥Bdy-¥Cd%  fera  complette. 

3.0  Adx— \-Bdy— <rCd  z -+D  du-¥  ÔV.  étant  une 
quantité  différentielle  du  premier  ordre  a tant  de  va» 
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riables  *,/,«,  w,  ÔV.  qu’on  voudra,  dans  laquelle 
AyByC,  D,  &e.  reprefentent  des  fondions  compofées 
de  ces  mêmes  variables,  & de  conllantes;  cette  diffé- 
rentielle ne  peut  être  complette,  a moins  que  deux  de 
lès  termes  quelconques  pris  a volonté  ne  faffent  tou- 
jours une  différentielle  exaéle,  en  ne  regardant  comme 
variables , que  les  deux  feules  quantités , dont  les  dif- 
férentielles fe  trouvent  dans  ces  deux  termes , en  forte 

qu’on  ait  autant  d’équations,  comme  —a*—  r=  , 

» ®Cm  > (lu’^  y a de  maniérés  de  combi- 
ner les  lettres,  ou  fondions  A , ByC,D,&c.  deux  a 
deux;  & lorfque  ces  équations  auront  lieu,  la  différen- 
tielle Adx-+Bd/  C dz-i-Ddu—^&c.  fera  com- 

plette . 

Nous  avons  démontré  (Part.  I.  Chap.  I.)  la  pre- 
mière partie  de  chacun  des  cas  de  ce  Theoreme  ; & la 
fécondé  partie,  qui  eft  l’inverfe  de  la  première  eft  ren- 
fermée dans  le  Lemme  precedent . 

CCCXXXIII. 

Problème  . Une  quantité  différentielle  quelconque 
du  premier  ordre  a tant  de  variables  qu’on  voudra, 
étant  propofée , trouver  fi  elle  eft  complette , & , lors- 
qu’elle eft  exaéle,  trouver  fou  intégrale. 
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Solution.  On  cherchera  d’abord  fi  la  différentiel- 
le propofée  fournit  toutes  les  équations , qui  doivent 
avoir  lieu  pour  la  rendre  complette , fuivant  le  Theore- 
me  precedent.  Si  elle  ne  donne  point  ces  équations, 
on  l’abandonnera;  fi  elle  les  donne,  on  trouvera  fon 
intégrale  algébrique,  ou  dépendante  des  quadratures  par 
la  méthode  fuivante , que  nous  avons  démontrée  ( Part.  I. 
Chap.  I.  ) . 

Soit  Ad x-*-B dy-¥C dz-*-Ddu-+&c.  la  quan- 
tité différentielle  propofée,  qu’on  fuppofe  complette . On 
prendra  (par  la  Première  Partie  de  ces  Elemens)  l’in- 
tégrale S.  Adx  du  premier  terme  Adx,  en  ne  fuppofaut 
de  variable , que  regardant  comme  confiantes 

toutes  les  autres  variables  / , z , « , &c. , qui  peuvent 
fe  trouver  dans  la  fonftion  A.  Enfuite  on  prendra  de 
même  l’intégrale  S.  Bd/  du  fécond  terme  Bd/,  en  ne 
fuppofant  que  y de  variable,  & traitant  toutes  les  au- 
tres quantités  comme  confiantes  dans  la  fonélion  B\  8c 
on  rejettera  de  cette  intégrale  S.  B dy  tous  les  termes 
qui  fe  trouvent  déjà  dans  l’intégrale  S.  Adx,  & on 
ajoutera  le  refte  R a l’intégrale  S.  Adx , pour  avoir 
la  fomme  S.Adx-t-R.  On  continuera  a prendre 
de  la  même  maniéré  l’intégrale  S.  Cdz  , en  trai- 
tant feulement  z comme  variable,  & toutes  les  autres 
comme  confiantes  ; on  rejettera  encore  de  cette  inté- 
grale S.  Cdz  tous  les  termes  qui  fe  trouvent  déjà  dans 
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l'intégrale  trouvée  S.Adx-hR,  & on  ajoutera  le  re- 
lie que  nous  defignerons  par  R!  a l’intégrale  trouvée 
S.Adx-+R,  pour  avoir  S.  A d x — R — t- R! . Ayant 
pris  ainfi  l’une  après  l’autre  les  intégrales  de  tous  les 
termes  de  la  quantité  différentielle  propofée  , on  aura 
Ion  intégrale  exaéle,  a laquelle  on  pourra  ajouter  une 
confiante . On  s’aflùrera  qu’on  ne  s’efl  point  trompé 
dans  l’intégration  en  différentiant  l’intégrale  trouvée,  8c 
en  comparant  la  différentielle  avec  la  propofée , a la- 
quelle elle  doit  être  égalé . Au  refte  on  voit  bien 
qu’on  peut  commençer  & continuer  l’intégration  par 
quel  terme  on  voudra,  8c  qu’on  doit  choifir  les  termes 
les  plus  commodes  pour  le  calcul. 

On  peut  encore  abréger  quelquefois  le  calcul  en 
opérant  de  cette  maniéré.  On  prend  d’abord  l’intégra- 
le S.  Adx  du  premier  terme , comme  nous  venons  de 
le  dire;  enfuite , au  lieu  de  prendre  l’intégrale  S.  Bd  y 
du  fécond  terme , on  différentie  l’intégrale  trouvée 
S. Adx  en  ne  fuppofant  que  y de  variable,  on  ôte  cet- 
te différentielle  du  fécond  terme  Bdy , &,  s’il  refte 
quelque  chofe,  on  prend  l’intégrale  de  ce  refte  dans  la 
même  fuppofition,  que  y feule  foit  variable,  8c  deft- 
gnant  cette  intégrale  par  R , on  l’ajoute  a la  première 
intégrale  S.  Adx,  pour  avoir  la  fomme  S.  Adx-t-R, 
comme  dans  la  première  méthode.  Après  cela,  au  lieu 
de  prendre  l’intégrale  S.Cdx  du  troifieme  terme  dans 
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la  fuppofuion  que  la  feule  % foit  variable,  on  différen- 
tie  la  fomme  S.Adx—hR  dans  la  même  fuppofition, 
on  ôte  cette  différentielle  du  troifieme  terme  Cdz,  8c 
s’il  refie  quelque  chofe,  on  prend  l’intégrale  de  ce  re- 
lie, encore  dans  la  même  fuppofition  de  z feule  varia- 
ble, 8c  defignant  cette  intégrale  par  R',  on  l’ajoute  a 
la  première  fomme  S.  A d x-¥ R , pour  avoir  la  fécon- 
dé fomme  S.Adx-\-R-bR'.  On  continue  de  la  même 
manière,  jufqu’a  ce  qu’on  foit  parvenu  au  dernier  ter- 
me de  la  quantité  différentielle  propofée;  8c  la  derniè- 
re fomme  qu’on  trouve  efl  l’intégrale  cherchée,  a la- 
quelle on  peut  ajouter  une  confiante . Nous  avons  déjà 
donné  quelques  exemples  de  ce  Problème  dans  la  pre- 
mière partie,  auxquels  nous  en  ajouterons  icy  plufieurs 
autres,  comme  en  leur  propre  lieu. 

Exemple  I.  On  propofe  la  quantité  différentielle 
dxdy-+ay  dx-+2bxdx-4-2cydy=z(ay-+ibx)dx-+ 
( ax-¥icy)dy=.Adx-\-bdy,  en  faifant  A~ay—>r 
2bx,  8c  B—ax-t-  icy . La  différentielle  de  A , en 
fuppofant  x confiante,  8c  y variable,  efl  ad  y,  par  con- 

fequent  (-—^=a;  la  différentielle  de  B,  en  fuppofant 

y confiante,  8c  x variable,  efl  adx  par  confequent 

= *.  Donc  Lift  = , & h différentielle  pro- 

pofée efl  coraplette.  L’intégrale  du  premier  terme  Adx, 
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en  fuppofant y confiante,  & * variable,  efl  4/x-t-£#s; 
celle  du  fécond  terme  Bdy;  en  fuppofant  x confiante, 

& y variable,  efl  axy-*-cyyy  dont  il  faut  rejetter 
a xy , qui  fe  trouve  {leja  dans  l’intégrale  du  preir^r 
terme  S.Adx.  L’intégrale  cherchée  fera  donc  ayx -4* 
bxx-¥cyy y qui  efl  exaéle,  puifqu’en  la  différentiant, 
on  retrouve  la  différentielle  propofée. 

On  trouve  la  même  intégrale  par  la  fécondé  mé- 
thode. Car  en  différentiant  l’intégrale  S.Adx , ou  ayx 
—ïbxx)  dans  la  fuppofition  que  / feule  foit  variable, 
on  a la  différentielle  axdy,  qui,  étant  ôtée  de  Bdy , 
ou  de  axdy  ->rzcy  dy , laiffe  pour  refie  2 cydy,  dont 
l’intégrale  efl  cy y ; par  confequent  l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle propofée  efl  ayx-+bxx-*-cyyy  comme  par 
l’autre  méthode. 

Exemple  II.  La  quantité  différentielle  propofée 
cft  = Adx-*-Bdy , en  faifant 

jl — I4~**y*  , & B—  — — - — . On  trouve  d’abord 

que  cette  différentielle  efl  exaéle,  par  ce  quelle  donne 
l’equadon  • L’intégrale  S.  Ad  x,  en  fup- 

pofant  y confiante,  & x variable,  efl  » & en 

fuppofant  x confiante,  & / variable,  l’intégrale  S. Bdy 
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eft  aufli  — , qu’on  doit  rejetter,  par  ce  quelle  eft 
la  même  que  celle  du  premier  terme  S.Adx.  Donc 
^intégrale  cherchée  eft  j~j-y  par  la  première  méthode; 

Par  la  fécondé  méthode.  En  différentiant  l’intégra- 
le S.Adx , ou  xx^Jÿ  ^ans  ^ fuPP°fition  de  y varia- 
ble , & de  * conftante,  on  trouve  fa  différentielle  = 
( k m^me  que  Bd  y , d’ou  l’on  conclut  que 

l’intégrale  entière  de  la  différentielle  propofée  eft 

- 

x *~+yy  * 

Exemple  TIT.  On  propofe  la  différentielle  dyX 
I “+■  //-llx  —Adx-¥Bdy , en  faifant  A— = 

y — ^7;  ’ 8c  B =zL.x.  On  trouve  que  l’equation 

(JA)  (JB)  .. 

~j'J~  = ~JT  a heu,  & Par  confequent  que  la  diffé- 
rentielle eft  complette.  L’intégrale  S.  Adx  du  premier 
terme,  en  ne  fuppofant  que  x variable,  eft  yL.x- +• 

S- —y L.X-+-N , N étant  un  arc  de  cercle, 

dont  le  rayon  eft  4,  & la  tangente  x.  L’intégrale 
S.  B dy  du  fécond  terme  prife  dans  la  fuppofition  de  x 
conftante,  8c  de  y variable  eft  yL.xi  qu’on  doit  rejet- 
er. 
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•ter,  par  ce  quelle  fe  trouve  déjà  dans  l’intégrale  S.Adx. 
Donc  l’intégrale  cherchée  efl  y L.x—\r  N.  On  trouve 
la  même  intégrale  par  la  fecohde  méthode. 

Exemple  IV.  Différentielle  propofée 


sydr-hzx^y-b  jar*  y' dy — xydz 

Z S» 


= A </*-+-  B <//—+•  C d x , 


en  faifant  » B = -7-+  3 <*/%  C = — on 

trouve  les  trois  équations  7 — 

L— l££l  & iiü  — ï-— 1.  La différen- 

d X 5 flî  22  <37 

tielle  propofée  efl  donc  complette.  L’intégrale  S.Adxy 
en  fuppofant  y & z confiantes  , efl  ; l’intégrale 

S.Bdy , en  ne  fuppofant  que/  variable,  efl  — -+«/’ , 


dont  il  faut  rejetter  qui  fè  trouve  déjà  dans  l’in- 
tégrale S.Adx , Sc  écrire  la  fomme  — r-— t-^t/1.  Enfin 
l’intégrale  S.Cdx , dans  la  fuppofition  qua  % feule  foit 
variable,  efl  qu’il  faut  encore  rejetter,  & marquer 
pour  l’intégrale  entière  77-—+ -a y’’  . 

On  la  trouve  de  même  par  la  fécondé  méthode. 
Car  fi  on  différentie  l’intégrale  S.  Ad  x , ou  ~ en  ne 

C 


Digitized  by  Google 


18  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
faifànt  varier  que  /,  on  aura  — *■,  qu’on  ôte  d cBdyÿ 

ou  de  — H 3 J y*  dy  : il  refte  3 ay2  d y , dont  l’inté* 

grale  eft  ay% , qu’on  ajoute  a la  première  intégrale 
trouvée  S.  Adx,  ou  la  Tomme  eft  f--— *-<»/*.  Ou 
différentie  cette  fomme,  dans  la  fuppofition  que  2 feu- 
le foit  variable,  on  trouve  — , qu’on  ôte  de 

C^*,  & par  ce  qu’il  ne  refte  rien,  on  marque 


a y1  pour  l’intégrale  cherchée. 

Exemple  V.  On  propofe  la  différentielle  a qua- 
tre variables  azdx-*-$x2 d x-t-bzdy—i-zcydy-A-axdz 
-~*‘bydz—i-u2dz-+2zudu-+-$u2du  — Adx—\-Bdy-+- 
Cdz— t-Ddu,  en  fuppoiànt  A—az-+ixxyB~bz-+- 
‘icyiC=-ax—\rby-+uu^D  — zzu-*-3u2’i  on  trouve 


les  fix  équations 


(.dA) (JB)  (JA) (JC) 

J y J x * d z J* 


» 


(JA) (JD)  (JB)  _L_(JC) 

dm  d*  * J z.  dy  > 


(JB) 

d h 


0 


(JD)  (JC)  (JD)  j,  , , , 

-dy-  > -■  — 2 » — • " ; dou  ion  conclut  que  la 

différentielle  propofée  eft  exaéle.  Pour  en  trouver  l’in- 
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tégrale  par  la  première  méthode,  on  prendra  l’intégrale 
du  premier  terme  Adx , en  fuppofant  x feule  variable, 
8c  toutes  les  autres  confiantes,  & l’on  aura  S.  Ad  x=z 

* %x-¥xi . On  troovera,  en  fuppofant  / feule  variable 
dans  5,  que  S.Bdy~bzy-¥cy *;  & que  S.Cdz-zzz 
axz-¥byz—*-Huzy  en  fuppofant  la  feule  z variable 
dans  Cdz ; on  rejettera  de  S.Cdz  les  termes  axx-+- 
byz,  qui  fe  trouvent  déjà  dans  les  premières  intégrales 

S.Adx-+S.Bdy , 8c  on  ajoutera  le  refie  u1  z aux 

autres  intégrales,  pour  avoir  la  fomme  azx-hx*  -+-bzy 
—+■  c y *—h  u1  z . Enfin  en  fuppofant  que  u feule  foit  va- 
riable dans  le  dernier  terme  D d « , on  trouve  S.Ddu 

—zuu-hu\  dont  il  faut  rejetter  le  terme  zuu-  qui 
fe  trouve  dans  les  intégrales  precedentes,  & on  aura 

pour  l’intégrale  cherchée  la  fomme  azx->rx  -\-bzy-* 

c y% -4-m1  X— ■+•#* , qui  efl  exafle  ; puifqu’en  la  difïéren- 
tiant,  on  retrouve  la  différentielle  propofée. 

On  trouve  la  même  intégrale  par  la  fécondé  mé- 
thode. Car  dans  la  fuppofuion,  que  la  feule  x foit  va- 
riable, on  trouve  S.Adx  — azx-+x *,  dont  la  diffé- 
rentielle, en  fàifant  varier  la  feule/,  efl  zéro.  L’inté- 
grale S.Bdy , dans  la  fuppofition  que  la  feule  / foit 

variable,  efl  bzy-+cyt , En  différentiant  la  fomme 
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/rs.v-4 +-6z/—+-ry*,  ne  faifant  varier  que  z,  on  à 
la  différentielle  axdz-+-by  dz,  qu’on  ôte  de  Cdz,  ou 

de  axdz-+by dz  — i-w1  dz\  il  relie  u2dzy  dont  l’inté- 
grale, dans  la  fuppofition  de  z feule  variable,  efl  uzzy 
quon  ajoute  a la  fomme  déjà  trouvée , pour  avoir  la 

fécondé  fomme  /*zx— — vbzy-\-cyz— \-uzz.  On  dif- 
férentie  cette  fomme  en  fuppofant  tout  confiant,  excepté 
»;  & on  trouve  la  différentielle  2zuduy  qu’on  retran- 
che de  Ddu , ou  de  2 zudu— h^uzdh]  le  refie  efl 

3 h*  du , dont  l’intégrale  étant  ajoutée  a la  fécondé 

fomme,  dont»  pour  ^intégrale  cherchée,  a z x— t-x?— f. 

b zy  —¥  c y* — t-»2  z— +-«* , telle  qu’on  l’avoit  trouvée  par 
la  première  méthode. 


CCCXXXIV. 


Il  efl  évident  qu’on  peut  toujours  intégrer  par  les 
méthodes  du  Problème  precedent  l’equation  différentiel- 
le quelconque  du  premier  ordre  A d x-+  Bd y—>rC dz-*- 
Dd u-h&c.—  o , lorfque  la  quantité  différentielle  Ad x 
—*-Bdy—*-Cdz-*-Ddu—h&c.y  qui  efl  égalé  a zéro,' 
efl  une  différentielle  exacle,  ou  quelle  fournit  les  équa- 


tions B'>  <±L>  — 

üons  -jj*  — -jj-  , -jj  — 


[d  C) 

dx  > 


( dA ) (dD) 

d u dx 
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ÔY.,  qui  font  neceflàires  pour  la  rendre  complettc . 
Mais,  fi  elle  ne  donne  pas  ces  équations,  ou  fi  elle 
n’eft  pas  complette , lorfqu’on  ne  la  confidere  pas  com- 
me égalé  a zéro;  on  n’en  doit  pas  conclure  quelle  n’a 
point  d’intégrale  exaéle,  & en  termes  finis,  lorfqu’elle 
eft  en  forme  d’equation , ou  qu'on  la  confidere  comme 
égalé  â zéro.  Car  il  pourroit  fe  faire  (Art.  cccxxvm.) 
quelle  eût  perdu  après  la  différentiation  un  faffeur  va- 
riable, que  nous  defignerons  par  M,  de  forte  que , fi 
on  retrouvoit  ce  faéteur,  & qu’on  rétablit  La  différen- 
tielle par  la  multiplication  a la  forme  MAdx—^MBdy 
-bMCdz—y-MDdu—y-&c.—o,  quelle  avoit  avant 
qu’on  l’eût  divifée  par  M,  elle  deviendroit  une  différen- 
tielle complette  d’une  fonélion  finie  V compofée  des  va- 
riables x,/,  « , & de  confiantes;  & pour  lors 


n 1 -1  • (J.M-A)  (J.  MB)  (d.  MA) 

elle  donnerait  les  équations  — = — j- — , i 


( ,1.  MC) 


(J.  MA ) (J.  MD) 

d u "*  d x 


, &c. , qui  font  necef- 


faires  pour  quelle  foit  complette,  8c  on  aurait  MAdx 
-+•  M B dy  -4-  MC  d z-+  MDdtt—¥  &c,  = d V. 


cccxxxv. 

f 

Soit  propofée,  par  exemple,  l’equation  différentiel- 
le 2 ndx — 2 bydx — bxdy  = o , ouAd  x— k-Bdy  = o j 
en  fuppofant  A=zza — 2 8c  Bz= — b x ; par  con- 
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fequent  = — zb>  & (-^~= — £,  ce  qui  fait 

voir  que  la  différentielle  zadx — ibydx — bxdy , ou 
Adx—hBdy  n’eft  point  exaéle.  Neantmoins  on  ne  doit 
pas  conclure  de  la  que  l’equation  Adx-A-Bdy  — o ne 
puiffe  pas  acquérir  une  forme  qui  la  rende  intégrable , 
en  multipliant  tous  les  termes  par  un  fafteur  variable 
My  & en  la  reduifant  a la  forme  MAdx-\-MBd y — o. 
Mais  fuppofé  que  M Adx—^MBdy  foit  une  diffé- 

renuelle  complette  , on  aura  1 équation  — — — 

j ou,  ce  qui  revient  au  même,  -+■ 

d(dM)  __  M(JB\  — B (j = o • équation  qui  fera 

d ^ w JT 

d’une  grande  utilité  pour  déterminer  le  faéleur  M.  Car 
la  difficulté  eft  réduite  a prendre  pour  M une  fon&ion 
des  variables  #,  /,  & de  confiantes  affez  generale,  & 
avec  des  expofans  & des  coefficiens  indéterminés,  pour 
que  cette  fon&ion  étant  fubftituée  au  lieu  de  M dans 
l’equation  que  nous  venons  de  trouver,  elle  en  faffe 
évanouir  tous  les  termes  homologues,  & foumiffe  des 
équations  particulières  pour  déterminer  les  expofans  & 
les  coefficiens  indéterminés . 

Prenons  pour  M dans  nôtre  exemple  la  fonction 

avec  les  expofans  indéterminés  m & »,  nous  au- 


Hm  yn 


....  (dM)  n n—\  (dM)  » m 

ions  ???n * t-  > ? 


M(JA) 
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— -~ïb*  y , 

. M(JA ) 

quation  - ^ ■ 
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M(dB) 

àx 


n 

Donc  l’e- 

B(dM) 


deviendra  — « 2 b k" yn-+ian%*yn'~ml  — ibnxmyn 

bxm y*  —¥bmyn xm  = 0 , ou  -—bxm y” ib n xm yn  — 1» 

bm yn xm  -+ian  xm  yn  ~ 1 = 0 , & égalant  a zéro  tous 
les  termes  homologues,  on  aura  ces  deux  équations  — 
b — 2 b n—*-bm'—a ^ & zanz=zoy  ce  qui  donne  n=o, 

& m — i ; donc  le  fafteur  M~xm y"—  x ; ainfi  l’equa- 

tion  complette  fera  iaxdx—‘ibyxdx—bx%dy=:oy8c 
en  prenant  les  intégrales  de  part  & d’autre,  on  aura 
<xa  — bxly—C  confiante. 

Si  on  avoit  l’equation  différentielle  aydx-^rbxdy^ 
qu’on  voit  par  les  méthodes  precedentes  n’étre  pas  com- 
plette, on  trouveroit  par  le  même  calcul  que  cy-devant 

le  faéleur  M=xm y*  = ~ , & la  différentielle  complet- 
te, en  retabliffant  le  faéleur  qui  avoit  difparu  par  la 

multiplication , deviendroit  ‘ * rl  x * ?_?  — tdl  * 

dont  l’intégrale  exaéle  eft  aL.x—^b L.y  = L. % yh • Nous 
avons  rapporté  brièvement  ces  exemples  aifés  de  deux 
faveurs,  dont  l’un  avoit  difparu  par  la  divifion,  l’autre; 
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par  la  multiplication.  Mais  nous  allons  éclaircir  cette, 

méthode  importante  dans  la  fuite  de  ce  Chapitre . 

CCCXXXVI. 

Suppofé  que  dans  l’equation  différentielle  a trois 
variables  Adx-\rBdy-Jt-C  dx  — o,  la  quantité  Adx  — t* 
Bdy—hCdx  ne  foit  pas  une  différentielle  complctte, 
& qu’on  veüille  la  rendre  exaéle,  en  la  multipliant  par 
un  faéteur  variable  M;  en  regardant  b chofe  comme 
faite,  la  différentielle  M Ad  dy—\rMC  d * fera 

exafte , & donnera  par  confequent  les  trois  équations 

(d.MA)  (d.MB)  (d.MA)  ( d.  A IC.)  (J.  MB)  , 

d y d x 1 az  ' ax  * dz  . " 

ou  les  trois  fuivantes 

dy  ’ 


T. 

A(dM ) 

. M(d  .4) 

B(d.M) 

M(dB ) 

dy 

dy 

• i 1 

ax 

dx 

IL 

A ( d M) 

. M(d  A) 

__  C(dM)  . 

M(dC) 

4z> 

d z 

dx  “ 1 h 

dx 

m. 

B (4M) 

. A i(4B) 

C(dM) 

M(dC) 

dz 

1 ‘ dz 

dy 

d> 

Par  la  première  de  ces  trois  équations  on  trouve 

(d  M)  B(d  M)  M(d  B)  M(dA)  , 

4 — — — — L Tdj^-'y  par  la  troifie- 


dy  Adx 


Adx 


(d  M)  B(dM)  . M(d  B)  M(dC ) 

C dy  » 

d’ou 


me  equauon  on  a —jp  ;=  fjdz  -+~c7ï 
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d’ou  i'on  tire 


à y 


AB{d  M)  A M(dB) 
d z * « z 


AM(dC)  _ , r , 

— jj — ; par  la  fécondé  équation 

(dM)  A(d  M)  M(dA)  M(dC)  r , n. 

on  a = cTs  “+  cTT2 CTT 1 en  rubftnuant 

cette  valeur  de  ^ dans  l’cquation  precedente  on 

trouve  BM(dc)  CM(dB) 

dz  dz  dx  *" 


CM(dA) A B (d  M)  . AM(dB)  AM(dC) 


dy 


az 


dz 


dy 


en 


retranchant  de  coté  8c  d’autre  le  terme  A B ^ — , on 

ci  Z ' 

B M{dA)  B M{d C ) CM(dB)  CM(dA)  

dz  d x * d x ’ d y ~~ 

AM(dB)  AM(,dC)  „ ,.  .r  • r 

jr jj ; & en  divilant  par  M qui  le 

trouve  dans  tous  les  termes , on  aura  l’equation  de 

..  . B (de)  CUB)  A (d  B)  B(JA) 

condition  -V2 7T 1 “+  “TT2  ~ “V2  ~ 

A(dC)  C(dA)  . c . ^ , . . 

— jj 1 jj — — O,  qui  fait  connoitre  la  relation 

que  les  fondions  A , J3 , C doivent  avoir  entr'elles, 

afin  que  la  propofée  Ad  x—\-B  d y —¥C  dz-=.o  foit  in- 
tégrable ; car  autrement  il  fera  impoflible  de  trouver 
le  faélcur  M,  qui  la  rende  intégrable.  On  voit  par 
là  qu’il  y a une  infinité  d’équations  différentielles  a trois 

D 


2 6 Elemens  du  Calcul  intégral 
variables,  qui  ne  peuvent  provenir  de  la  différentiation 
d’aucune  équation  en  termes  finis,  8c  qu’il  ne  faut  pas 
entreprendre  d’intégrer. 

CCCXXXVII. 


Lors  donc  qu’on  fe  propofe  d’intégrer  une  équa- 
tion différentielle  quelconque  a trois  variables  Adx-h 
Bd/-*-C  dz=o , il  faut  commencer  par  examiner  fi 

. (JA)  (JB)  (JA) 

elle  donne  les  trots  équations  —j—  — —d— , dz  — 


a eHe  les  donne,  on  l’intégrera 

par  le  Problème  precedent'  fi  elle  ne  les  donne  point, 
on  examinera  fi  elle  fournit  l’equation  de  condition 

? (j*  — 1 — S -+■ &ç. — o ; 8c  fi  cette  équation  n’a 


point  lieu,  on  abandonnera  la  propofée  comme  impofli- 
ble  ; mais  fi  l’equation  de  condition  a lieu , on  cher- 
chera le  facteur  variable  M par  la  méthode  des  inde- 

terminées  au  moyen  des  trois  équations  — — 


( J.  .VI B ) (J.MA) (J.MC)  ( d.MB ) (J.MC) 

Jx  1 d Z ~~  J x * dz  dy 


CCCXXXVIII. 

De  même  lorfqu’on  fe  propofe  d’intégrer  une  équa- 
tion différentielle  a tant  de  variables  qu’on  voudra 
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Ad x~¥Bdy-~\-C dz-+D d #— +■£ d s — +-ÔV.=e;  il  faut 
d’abord  examiner,  comme  dans  le  Problème  precedent, 
fi  la  différentielle  Adx-+-Bdy-+-C  dz-+Ù'c.  ell  exa- 
£le,  & alors  l’intégrer  par  l’une  ou  l’autre  méthode  du 
même  Problème . Si  elle  n’eft  point  complette,  pour 
fçavoir  fi  elle  pourra  le  devenir  par  la  multiplication 
d’un  faéteur  variable  Af,  on  fuppofera  la  chofe  faite, 
ou  que  la  différentielle  MAdx-¥MBdy-+MC dz-* 
MD  du  -+&c.  eft  exacte.  Il  eft  évident  par  le  Problè- 
me precedent,  que  dans  cette  fuppofition  toutes  les  dif- 
férentielles de  trois  termes  MAd  x-+MBdy-+MCdz' 
MAdx-^-MBdy—\-MDdu;  &c. , qu’on  peut  former 
en  prenant  trois  termes  quelconques  dans  l’equation 
propofée,  8c  multipliés  par  M feront  des  différentielles 
complettes,  pourvu  qu’on  y fuppofe  confiantes  toutes 
les  lettres,  excepté  les  trois  dont  les  différentielles  font 
dans  ces  trois  termes.  Donc  (Art.  cccxxxvi. ) on 
aura  autant  d’équations  de  condition  de  la  même  na- 

B ( dC)  C(dfi)  A(d  B)  B(dA)  A(d  C) 

ture  que  — 77 «-  — — 

— 0,  qu’il  y a de  maniérés  de  prendre  les 
lettres  ou  fondions  ^,5,C,D,£,  &e.  trois  a trois; 
& fi  l’equation  différentielle  propofée  Adx-\-Bdy-\r 
Cdz-+D d u-k-E  d S-+  &C.  — 0 , ne  donne  point  tou- 
tes ces,  équations  de  condition,  il  fera  impoflible  de 
trouver  le  faéteur  M , & il  faudra  l’abandonner . 
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Mais  fi  toutes  les  équations  de  condition  ont  lieu  , 

on  cherchera  M par  la  méthode  des  indéterminées  au 


moyen  des  équations 


( d.MA ) (J.  MB) 

d y ’ d x 


( d . MA) 

7z 


CCCXXXIX. 


Il  ne  fera  cependant  pas  neceflaire  d’examiner  fi 
toutes  les  équations  de  condition  comme  — ? — 

^ — &c.  ~o  ont  lieu , par  ce  que  quelques 

unes  de  ces  équations  fuivent  toujours  des  autres,  en 
forte  qu  ayant  vérifié  celles-cy  , on  eft  fur  de  celles  qui 
n’en  font  que  des  confequences . Pour  le  faire  voir,  pre- 
nons l’equation  a quatre  variables  A d x-*-B  dy-+C  dx 
-+D^«  = o,  qui  par  la  combinaifon  des  quatre  lettres 
^,5,C,D,  donne  les  quatre  équations  de  condition 
fui  van  tes . 


La  i.« 


B (dC) 
dx 


A(  dC)  . C (d  A)  _ 

j “4* j — — 0 

dy  dy 

*-+■  B d y — H C d z o . 

Lu  a* 


C (d  B)  A(  d B)  B (d  A) 

dx  * 7z  d Z 

, qui  eft  tirée  de  l’equation  Adx 


D(dB)  A(d  B)  B(dA) 

dx  ^ d » du 
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A(dD)  D(dA)  _o 

dy  dy 


• B djr  — +•  D d u eze  o • 
La  j.®* 


C(dD) 

dx 


*. 9 

qui  vient  de  l’equation  Ad  a 

D(dC)  A(dC •)  C(dA) 

d x du  du 


A(dD) 

dz 


•C  dx 
La  4.me 


. __ 

+ ~ ~ —° 

-\-Ddu  — o. 


C(<!D) 

■~7T“ 


qui  vient  de  l’equation  Ad  a 

D(dC)  B(dC)  C(dB ) 
d/  M " 


i =o,  tirée  de  l’equation  Bdy-+Cdx 

—f ■ D d u^=zo. 

Or  il  eft  aifé  de  voir  que,  fi  l’on  prend  a volon- 
té trois  de  ces  équations  de  condition,  la  quatrième 
en  fera  neceffairement  une  fuite.  Prenant,  par  exem- 
ple, les  trois  premières,  on  aura  par  la  première 

(dA)  A(dC ) . B(dA)  A{  d B)  . C dB)  B(dC) 

dy  C dy  C dz  C dz  ax  C dx 

on  aura  par  la  fécondé 

(dA)  ......  A(dD)  B(dA)  A (dB)  . (dB)  B(dD) 

d y Ddy  D du  ' û du  dx  Ddx 

„ „ . D A(dC)  , DB(dA)  OA(dB)  DBtdC) 

d ou  1 on  are  —j-y * — £ 

_ C A(dD)  . CB  (dA)  CA(dB)  CB(dD) 

dy  "*  Tu  Tu  dx  > 0U 

BC(dD)  BD(dC) CA(dD)  DA(dC)  CB(dA) 

dx  dx  dy  "'  dy  ' du 
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En  multipliant 

tous  les  termes  de  la  troilleme  équation  de  condition 
par  J3,  on  aura 

BC(dP)  B P(dC)  BA(dC)  BC(dA)  B A (d  D) 

d x ~ ' dx  du  du  dz 

. BD(dA) 

"H  Tz  — 

ou 

BC(dD)  BD(dC)  BC(dA) BA(dC)  BA(dD') 

dx  dx  du  du  d a 

BD(dA) 

dz 

on  aura  donc  l'equation 

CA(d  P)  DA(dC)  CB(dA) CA(dB) D B (d  A) 

dy  dy  du  a « dz 

DA(dB)  BCJdA)  BA(dC)  . BAJjdD) BD(dA) 

dz  dz  dz 

OU 

CA(dP) DA (dC)  CA(dB)  DA(dB)  

dy  dy  du  d z " 

BA(dC)  . BA(dP) 

—Tu '"—Tl — 

ou  en  divifant  par  A,  8c  rangeant  les  termes 

C(d P) D(dC)  | B(dC) C(dB)  B (d D)  . ; 

dy  dy  d u du  d z 

~~Jp  Z~°i  ^ eft  î’tttnemc  équation  de  con- 
dition. 
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CCGXL. 

Donc  lorfqu’on  voudra  fçavoir  fi  l’intégration  d’une 
équation  différentielle  a quatre  variables  eft  poflible . Il 
ne  faudra  examiner  que  trois  des  équations  de  condi- 
tion quelle  donne.  On  prouve  de  la  même  maniéré 
que  des  dix  équations  de  condition  que  donne  une 
équation  différentielle  a cinq  variables , il  fuffira  d’en 
vérifier  fix,  pour  déterminer  fi  l’equation  différentielle 
propofée  eft  poflible;  que  des  vingt  équations  de  con- 
dition que  donne  une  équation  différentielle  a fix  va- 
riables. Il  fuffira  d’en  examiner  dix,  & en  general  on 
trouve  que , le  nombre  des  variables  étant  « , le  nom- 
bre des  équations  de  condition  neceffaires  eft  - 1 ~~ 1-  » 

CCCXLI. 

Lorfqu’on  aura  trouvé  que  l’equation  différentielle 
propofée  Adx-+  B d/-\-C  d z.—b&c.=zo  eft  poflible, 
ou  qu’clk  donne  toutes  les  équations  de  condition  ne- 
ceffaires, pour  qu’étant  multipliée  par  un  facteur  varia- 
ble M,  elle  puiffe  devenir  une  différentielle  complette  ; 
il  faudra  prendre  pour  M une  fonction  generale  compo- 
fée  de  toutes  les  variables  de  la  différentielle  propofée 
avec  des  coefliciens  & des  expofans  indéterminés,  qu’on 


déterminera  enfuite  par  le.  fecours  des  équations 


ix  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

(d.MB)  _ (J.  MA) (d.MC)  ( d.MB) (d.MC)  ^ 

dx  * dz  ' dx  » dz  dj  > 

réduites  aux  équations  développées  ~-^yA  ) ~+  =a 

M(dB)_t  B(dM)mM(dA)  . A(dM) M(dC)  C<dM) 

d*  dx  > 4s  ""*■  ~dz  dx  *"  dx  » 

6*r.  Mais  il  ferait  inutile  d’employer  toutes  ces  équa- 
tions, dont  le  nombre  ferait  celui  des  différentes  ma- 
niérés, dont  les  lettres  Ay  B,C,D,  &c,  peuvent  être 
prifes  deux  a deux;  il  n’en  faudra  employer  que  le  nom- 
bre qui  eft  d’une  unité  moindre  que  celui  des  variables 
de  l’equation  propofée . 

Car  fi  l’equation  différentielle  Adx-¥B  dy  — t-Cda 
=o,  qui  contient  trois  variables  eft  poffible,  elle  don- 
nera les  trois  équations  - d'~^~A  ^ — . 


(d.MC)  m (d.  MB) (d.MC) 

dx  * dz  " df  t 


ou  deux  feulement  de  ces 


équations  avec  la  troifieme  équation  de  condition  ~~~ 


— C^d"î'~  — "dz  — &c.z=zoy  qui  eft  une  fuite  necef- 

faire  des  trois  premières  (Art.  cccxxxvi.);  enforte  que 
deux  équations  quelconques  des  trois 

( d.MA ) (d.MC)  (d.MB)  (d.MC)  , „ . 

~~dl — = ~Ti — i — jz — = -~r;  renferment  neceflâi- 

rement  la  troifieme,  & qu’il  feroit  par  confequent  inu- 
tile 
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tile  d’employer  plus  de  deux  de  ces  trois  équations 
pour  déterminer  le  fafleur  M. 

De  même,  fi  l’equation  différentielle  A d x-+B dy 
-4-C dz-\-Dd u — o , qui  contient  quatre  variables,  efl: 

pofftble,  elle  donnera  fix  équations  ) i 

^ ; &c. , & trois  équations  de  condition, 


comme 


«(JC ) cms)  . 

__  — t-—  — 0 


qui  font 


chacune  une  fuite  neceffaire  de  deux  des  autres  fix  e- 
quations,  enforte  qu’il  feroit  inutile  d’employer  plus  de 
trois  de  ces  fix  équations  pour  déterminer  le  fafleur  M. 
On  prouve  de  la  même  maniéré , que , fi  l’equation  dif- 
férentielle propofée  a cinq  variables , eft  pofftble , on 
n’aura  befoin  que  de  quatre  équations  de  la  forme 

(d.  MA)  ( d.MB ) , . ...  „ 

— — — = — ax  pour  déterminer  M , & on  trouve 


en  general,  que  le  nombre  de  ces  fortes  d’équations  ne- 
ceffaires  pour  déterminer  M,  eft  d’une  unité  moindre 
que  celui  des  variables  de  l’equation  propofée . 


CCCXLII. 


Quant  a la  forme  a donner  au  faêleur  M , nous 
ne  connoîffons  point  de  méthode  generale  pour  la 
trouver  ; mais  on  pourra  toujours  en  venir  a bout 
dans  les  cas  particuliers,  en  effayant,  comme  on  a fait 

E 
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(Art.  cccxxxv.  )•  On  reuffira  dans  un  grand  nombre 

de  cas  par  la  méthode  fui  vante.  Il  faudra  prendre  pour 

M une  fraflion  , dont  le  dénominateur  R foit  une 

fonélion  pofitive,  ou  fans  divifeur  variable,  d’un  degré 
au  deffus  des  fondions  A,  B,C , D , ÔV.,  dans  laquelle 
foient  toutes  les  quantités,  dont  ces  fondions  font  com- 
pofées,  avec  des  coefficiens  indéterminés.  Cette  réglé 
eft  fondée  fur  deux  remarques  qui  dérivent  de  la  diffé- 
rentiation des  quantités . On  obferve  en  premier  lieu 
que  la  plufpart  des  fondions,  qui  n’ont  pas  un  certain 
faéleur  commun  a tous  leurs  termes , n’ont  pas  non 
plus  ce  même  fafleur  commun  a leurs  différentielles  ; 
d’où  l’on  conclut  que  dans  le  grand  nombre  de  cas, 
ou  cette  remarque  a lieu,  la  différentielle  MAdx-+- 
MB  dy-\-MCd %— 4-ÔV.,  qui  a le  fa&eur  commun  M 
a tous  (es  termes,  l’aura  auffi  a fon  intégrale,  que  nous 
defignerons  par  V\  puifque,  fi  M n’eroit  point  un  fa- 
éleur  commun  a tous  les  termes  de  la  fon&ion  V , il 
ne  feroit  pas  non  plus  un  faffeur  commun  a tous  les 
termes  de  la  différentielle  dV , ou  de  MAdx-\-MBdy 
—4 -MC dz-h&c.  On  a remarqué  en  fécond  lieu,  que, 
fi  une  fonflion  a un  dénominateur  variable,  la  différen- 
tielle de  cette  fonflion  aura  aulfi  un  dénominateur,  qui 
fera  un  multiple  de  celui  de  l’intégrale.  Ainfi  la  fon* 
élion  y ayant  le  dénominateur  variable  /,  fa  diffé- 
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rentielle  * d *J ~ * d y a aufli  le  dénominateur  y y multiple 

dey.  Donc,  fi,  en  fuppofànt  ces  deux  remarques,  on 

met  au  lieu  du  fâéleur  Mla  quantité  —,  dans  laquelle 

P 8c  font  deux  fondions  pofitives;  P fera,  par  la 
première  remarque,  un  faéleur  commun  de  la  fonélion 

F y dont  la  différentielle  d F=  ~ Ad  x-^~Bdy  -+• 

p 

—Cdz-^&c.y  8c  ^contiendra,  par  la  fécondé  remar- 
que, le  dénominateur  de  la  fonction  V.  Si  l’on  imagî- 
ne  donc  que  la  différentielle  — Adx-+—Bdy — *• 

— C dz-¥&c.  foit  divifée  par  fon  intégrale  F,  P difpa- 

roitra  du  numérateur,  8c  fe  divifera  par  le  dénomi- 
nateur de  l’intégrale,  de  maniéré,  qu’il  ne  reliera  après 
la  divifion,  qu’une  fonélion  R d’un  degré  de  plus,  que 
celui  de  A y B,  C,  Ù“c.;  car  la  quantité 

a d r n £ > -+  c n -t-  ■ r ■ ^ provient  de  cette  divifion  , 

eft  égalé  a , ou  a la  différentielle  du  logarithme  de 

la  fonflion  cherchée  F,  8c  par  confequent  elle  doit  être 
d’un  degré  au  deffous  de  l’unité  comme  dans  la  fraélion 

~ — la  fonélion  V eft  d’un  degré  au  deffus  de 
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V , 8c  V d’un  degré  au  deffous  de  V . Mais , par  ce 

que  ~ , ou  d.L.V  eft  la  différentielle  d’une  fonction 

L.  V. , il  s’enfuit  que  le  Theoreme  (Art.  cccxxxri.  ) 
a toujours  lieu,  & qu’a  la  place  de  M on  peut  mettre 

^-dans  les  équations  que  donne  ce  Theoreme,  R étant 

la  fonflion  pofitive  la  plus  generale  d’un  degré  d’une 
unité  de  plus  que  vf,J3,C,.D,  &c.  avec  des  coefficiens 
indéterminés,  &,  s’il  y a des  radicaux  dans  A,  5,C, 
ÔY.,  il  faudra  aufft  qu’ils  entrent  dans  R en  fe  combi- 
nant avec  *,/,a,ÔV.  de  toutes  les  maniérés  poffibles. 

Au  heu  donc  des  équations  — 1 — ^ — = — — ■ - 

. BldM)  . M(dB)  ,B(dM)_M(d  C)  . C (dM)  . 

dx  * dz  dz  dy  dy  > t‘rC* 

I d R 

en  mettant  — a la  place  de  M,  & — a la  place  de 
dM , on  aura  les  équations  fui  van  tes  — A ^R-  ~ 


R (d  B) 

B (d  R) 

. R(dB) 

B (d  R) 

_ R (dC) 

C (d  R)  . 

dx 

dx 

* d Z 

d z 

dj. 

d>  » 

M(d  A) 

A (d  M) 

A ( d R) 

V • y V 

MX  Vil  UU1 

ay 

» 

dy 

R R d y > 

M(d  B) 

o.  B(dM) 

! B( 

dR) 

confequent 

dx 

Ad*  » 

’d* 

A 

Rdx  * Par 

(dA) 

<< 

T 

1 

B (d  R) 

& en 

• r 

Rdy 

R Rdy  ~ 

~ R d x 

R R d x » 

multipliant 
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A (d  R) R(dB) 

d y ' d x 


„ „ R(dA) 

tout  par  RR,  on  aura  —jj~  ' 

^ , 8c  ainfi  autres  équations. 

On  déterminera  par  le  fecours  de  ces  équations  les 
coefficiens  de  R,  & par  confequent  R même;  enfuite  on 
intégrera  la  différentielle  complette 


Adx-t-Bdy—ïCdz- 


par  le  Problème  (Art.  cccxxxm.  ) , 8c  après  avoir 
trouvé  cette  intégrale  on  l’egalera  a une  confiante,  ce 
qui  donnera  l’intégrale  cherchée.  Pour  éclaircir  cette 
méthode , nous  allons  l’appliquer  a un  exemple . 

CCCXLIII. 


Soit  propofé  d’intégrer  l’equation  xdx~>rkydx-+- 
tnxdy-+nydy-+-pdy—oi  ou  Ad  x—+Bdy  = o , en 
faifant  A=x—^ky  , 8c  B—mx-¥ny-*-p\  puifque  A 
& B font  des  fondions  d’un  degré  de*  8c  de/,  il  faut, 
fuivant  la  méthode  precedente , prendre  pour  R la  fon- 
ction generale  de  * 8c  de/  de  deux  degrés  avec  les  coef- 
ficiens indéterminés  6,  c,  e J,  g,  & fuppofer  R = x*~ 4- 


b xy-\rc  x-¥ey 
(dR) 

dx 


dy 
2 * ■ 


yf y -4-  g ; on  aura  par  ces  fuppofitions 

(dR)  L ■ (dR)  ' 

-m->  — = **-*-*'/-*7>  dT^ 


■by 
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Sub/lituant  ces  quatre  quantités  dans  l’equation 

A(d/n  A(d  R)  R (d  B)  . B(dR) 

~TZ Ti 71 on  aura  les 


d y ' ày 

valeurs  fuivantes 
RÇdA) 


jy — = kx'-+kl>»y-+kcM-+kcyi  -+kfy-+kg 


R(d  B) 
dx 


— — si*1 — ~m  b xy  —mcx—mey* —mfy-—mg 


B(dR)_ 

dx 


zmx 


t -hmixy-+mcx 
— t •inxy-+ipx 


■*/*  Zïi-+P' 


Somme 


f k*2  -\-znxy  -i-kc  x—¥nbyz  -+ncy  -+kg") 

• — 2 e — f — — me  — ¥pb  — mg  • ( 

C — b -4-  2 p — ke  — mf  -¥pc  J 

équation  dans  laquelle  faifant  chaque  terme  ~o,  on 
aura  fix  équations  du  premier  degré,  k-±m  — b = o , 

2 n — 2 ff  — o,  kc — f-+zp~o  , n b — me  — ke  = o y 
nc-hpb — mf=zoy  kg  — mg-+pc~o , qui  donne- 
ront les  coefficiens  b-k-\-m.  _ e = n. 

rV"">  S=— T^r»  Su’U  faudra  fub- 

ftituer  dans  la  valeur  de  R,  ou  dans  xr  -+bxy-±cx 
-+&c.f  & enfuite  celle  de  il  étant  fubftitue'e  dans 

Adx— t-Bdr 

jj — *•,  on  aura 
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(x-+ky)dx-+(mx-+»)i-+p')dy 


3 9 


l /t  \ P k — ? *»  , 1 , P l •+  P k m — i p n p* 

-j—-*-  ~Y~  ■>  différentielle  qu’on  intégrera  par  le  Pro- 
blème (Art.  cccxxxiv.),  & dont  l’intégrale  étant  e- 
galée  a une  confiante,  fera  l’equation  intégrale  de  la 
propofée . 

Pour  intégrer  la  différentielle  precedente,  ou 

7)  d v • • 

fuivant  le  Problème  cité,  on  prendra  d’abord 


l’intégrale  du  premier  terme  en  traitant  la  feule  * 
comme  variable,  8c  y comme  confiante . Enfuite  on  pren- 
dra l’intégrale  du  fécond  terme  — en  regardant  y 

feulement  comme  variable  , & x comme  confiante , & 
on  retranchera  la  première  intégrale  de  la  fécondé;  ou 
bien , après  avoir  trouvé  la  première  intégrale , on  la 
différenciera  en  fuppofant  / feule  variable,  8c  x con- 
fiante , & on  retranchera  cette  différentielle  de  , 

& on  fera  le  relie  , comme  il  efl  prefcrit  dans  le 
même  Problème. 

Or  fi  on  fuppofe  / confiante  dans  la  différentielle 
-TT»  & qu’on  fa 
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&î  . p k1  -+■  p km  — i pn  p1 

n?  km-»  r-Ttr=Tn—ci  1 on  auri 

Adx  (x-ba)dx  , . . 

—r"—  xT^bT^Ji  en  regardant  a,  b,  q comme  des 
confiantes , & cette  différentielle  étant  rationelle,  on 
l’intégrera  facilement  ( Part.  I.  Cliap.  IV.  ) . 

Le  dénominateur  xx-^bx-hq  a pour  fàfleurs 

K—k-^b—k-f/ b b — q y 8c  x-k--jb — /t  b b — q j 
de  forte  qu’en  fuppofant  le  premier  fafleur  = 

& le  fécond  = x — »- 1 , la  différentielle  fera  , — *7*''*  ■■■;  d x 

7 Qx-+r  ) — rt  ) 


= ( , - d * “*•  ( v - o ( y d * » dont  iwsrale 


eft  7^7  L.  x -+-  r -+  L.x-*rt  ; or  7^7  = 

l/H h b -q-Jr-b  — x 


- b — * 


%\/  Lbb  — < 


’ ^ r — ; 


y — b b — y—"—  b—*r*  » 

a ^ — bh  — q 
4 7 

le  precedente  fera  ^ ^ X 


il/  - bb  — 5 
4 

- b — a 

— * — ; donc  l’intégra* 

ilf'-hb-q 

4 7 

— b — a 


L.x-+'-b-*ÏLhh  — q— \-Ç—  — — - X 

1 4 * V *l/Lbb-9' 

A * 


Digitized  by  Google 


IL  Partie.  Chap.  I.  41 

J L*  *—*-  — £ — ^ — h h — q.  En  fubftituant  dans  cettô 

x 4 

intégrale  les  valeurs  de  a , by  q , elle  devient 

ffH-  ’ -—J  X 

V («H-»»)1  — 4 » ' 

L*  “•*  t (>  — ;n£^)  >») 1 — 4 » 

* I I 

— 7=^r,  ; -■■=)  x 

' (I-+ro)‘ — 4 n ' 


k~+m 

—y 


p (<f  — m) 
Mm  m 


T 0" — r^=r)  4» 


cette  quantité  étant  égalée  a une  confiante  fera  l’intégrale 
complette  de  l’equation  différentielle  propofée  (*-+■£/)  dx—h 
(mx-bnj'—*-p)d/  — o;  car  fi  l’on  prend  fa  différen- 
tielle, & qu’on  l’egale  enfuite  a zéro,  on  retrouve  cet- 
te équation . 

Nous  avons  choifi  pour  exemple  cette  équation 
différentielle,  qu’on  voit  aifément  être  la  plus  generale 
de  fon  degré.  Car  fi  l’on  avoit  propofée  l’équation 
(ax—ïb/  — t-c)dz  — \-{ex-+f y -+•  g) d y=io , en  divi- 

lânt  par//,  on  auroit  eû 

Ly -\.a  'jd/  — 0 ; en  faifant  z— t-  -î-  = x , ou  x — x 

F 
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— & dx  — dxy  on  auroit  trouvé  (#— v-  ~y)  dx  — *■ 

( -j  * — 77“+"  ~y  ^ d/~o  , & en  fuppofant 

— = k.  —~m,  — = n,  - = »,  on  auroit 

(x-4-ky)dx-+(mx—t-ny-4-p)dy  = o. 

; cccxliv. 


Il  arrive  fouvent  que  les  équations  particulières 
font  connoître  aifément  la  forme  du  multiplicateur 
cherché.  Pour  le  faire  voir  nous  reprendrons  l’equation 

generale  de  condition  — — 1 — —y — — — 77, *" 

b (‘jïll . <jans  laquelle  M reprefente  le  multiplicateur . 

Suppofons  fa  différentielle  dM—Pdx—hQdy,  P 8c  Q 
étant  des  fondions  de  * & As. y , on  aura  ( Art.  cccxxx.) 

-y—  — & f”77^ ==  P y ^où  l’on  voit,  en  fubfli- 

tuant  dans  l’equation  precedente,  que,  pour  rendre  une 

différentielle  complette,  il  faut  que  -+•  A Q=z 

^n-^BP,  ou  bien  la- 

a x * 


M dy  ~ dx  > 

quelle  équation  fuffit  pour  déterminer  la  fonflion  M 
dans  les  cas  particuliers.  Si  on  fuppofoit 
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on  aurait  BP — A<j)==oy  & par  confequent 
r =0.  Donc  P d y=zd  M~oy  c’eft  adiré  la  dif- 

férentielle de  M=o,  d’ou  il  s’enfuit  que  le  fâ&eur  M 
peut  être  l’unité,  ou  une  confiante  quelconque;  ce  qui 
efl  le  cas  des  différentielles  complettes.  Il  efl  donc 
évident  que,  pour  rendre  une  différentielle  complette, 
il  ne  faut  que  fàtisfaire  a l’equation  de  condition  pre- 
cedente, & quoiqu’on  n’ait  pas  de  méthode  generale , 
comme  nous  l’avons  déjà  obfèrvé,  on  voit  cependant 
qu’on  pourra  toujours  trouver  ce  faéleur,  fi  l’equation 
différentielle  n’efl  pas  abfurde.  Il  y a même  plufieurs 
cas,  dans  lefquels  cela  reuffit  facilement.  Tels  font  les 
cas  des  différentielles  homogènes,  & de  celles  dans  les- 
quelles une  des  variables  ne  pafïè  pas  le  premier  de- 
gré. Nous  donnerons  un  Exemple  de  ces  dernières,  & 
nous  traiterons  fort  au  long  dans  la  fuite  des  pre- 
mières . 


CCCXLV. 

Soit  l’equation  différentielle  p dx  -+qyd  *-+-rdy 
r =0,  dans  laquelle  p,qyr  defignent  des  fondions  dex, 
enforte  que  la  variable  y ne  paffe  point  le  premier  de- 
gré. Pour  rendre  cette  différentielle  complette,  on  la 

comparera  avec  la  forme  Adx  — k-Bdy  — oy  ce  qui  don- 

ne  A—p—¥qyy  & B=zr;  d’ou  l’on  tire  ~ — =zqy8c 
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— En  faifant,  comme  cy-devant,  dM=i 

Pdx-bQdf,  on  aura  — r=  .^1— 

TJ— * — » , en  fubftituant  a la  place  de  A,  B 

leurs  valeurs . Or  il  eft  aifé  de  trouver  le  fâfleur  M 
par  le  moyen  de  cette  équation  ; car  étant  e- 

gai  a?—  c’eft  a dire,  5?- A^==  (y  — jfjM* 

on  voit  que,  q — ~~  étant  une  fonflion  de  x feule* 

ment,  par  la  nature  de  la  différentielle  propofée,  on 
peut  fuppofer  M égalé  a une  fonflion  de  *,  enforte 
que  ^devienne  =o,  & dM=Pdx,  d’ou  l’on  a q — 

7î=3T>  & 1 d x — dr=r-ÿl.  Donc^  = î^_a 

T»  & en  intégrant  L.M=S.^—~L.r;  donc  M=z 
X J.îli 

fr  , en  fuppofant  e le  nombre,  dont  le  logarithme 
hyperbolique  eft  l’unité  (Art.  xxxiv.).  Ce  faéleur  M 
rendra  la  différentielle  complette,  8c  fon  intégrale  fera 

r fpd X s.ldi\  rîü 

' J-h/c  •'  = C conftante,  comme  on  le 

voit  en  retournant  a la  différentielle  par  les  réglés  dç 
la  première  Partie. 
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On  pourra  de  la  même  maniéré  rendre  complette 
l'equation  différentielle  pyn  dx-*rqydx-¥rdy=.o,)  avec 
les  mêmes  conditions,  que  dans  la  precedente,  c’eft  a 
dire,  en  fuppofant  p,q,r  des  Confiions  de  * feule.  Car 
alors  on  aurait  A — py”  -*-qy-,  & .B= r / d’où  l’on  tire 

(-7T  = npy  ~ï-+q , & (-jp  = Tx  • Donc  en  fuppofant , 


comme  cy-devant,  dM—Pdx-+£)dy,  on  aura 


r P. 


-pfH—irQ. 


M 


npy 


1-T,- Soit  *=♦/■. 


9 étant  une  fonflion  de  * feulement,  on  aura  P = 

ta  j 

■^~y8c £k=m  <py”‘ ~ 1 , & en  fubftituant  ces  valeurs, 


on  trouve  l'equation^— — mPs”  1 — mq  — npyn  1 
—¥q — jj.  Or,  pour  faire  ufage  de  cette  équation,  il 


faut  faire  n = — m , elle  fe  change  en  celle-cy  jjj  =5 


( I — n)q — , ou  bien  - 


rf» (l  — n)t/dx  dr 


, &,  en 


intégrant,  comme  cy-devant,  9=-^r  J *”  . 
Donc,  a caufe  de  «== — »w , le  fafleur  M~<fym  de 
vient  — y——  é'1  , 8c  l’intégrale  ilÜ  e(l  ~ b)  ^ 

r 1— 
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Si  on  fait  dans  cette  intégrale  n — o , on  la  réduit 

au  cas  precedent.  Si  »=i,  la  différentielle  devient 
pydx  — Vqydx  — t-r<//  = o,  &,  a caufè  de  i — n=oy 
le  faéleur  fera  & l’equation  efl  réduite  a cette  for- 
me dont  l’intégrale 

L.y  — Cy  comme  il  eft  évident.  Au  refle  on  pourroit 

réduire  aifement  la  différentielle  pyn dx-+-qydx—brdy 
— o a la  forme  pd x-+qy d x-\-rdy . Il  ne  faut  pour 

cela  que  divifèr  par/”,  on  auroit  pd x-+qyl~”d x— *- 

ry  ndy=zoy  &,  en  fàifant  yl~ on  auroit  (i— 

n)y  ”dyz=zdzy  & l’equation  devient  pdx-¥qzdx-*r 

•^—rdz=zoy  qui  a la  même  forme  que  la  precedente. 

CCCXLVI. 

On  peut  quelquefois  fimplifier  les  méthodes  prece- 
dentes, en  partageant  la  différentielle  en  plufieurs  par- 
ties intégrables  feparément.  Soit,  par  exemple,  l’equa- 

tion  Xy  dy-\-XyI~lrldx-\‘X"y' dx—Oy  dans  laquelle 
XyX'yX"  font  des  fondions  quelconques  de  x,  & q,  r 
des  expofâns  quelconques.  On  éprouvera  d’abord  le  fa- 

éteur  P y”  y P étant  une  fonélion  de  *,  & n un  expo- 
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lànt  indéterminé,  & pour  une  plus  grande  facilité  on 
fuppofera  »= — r,  enforte  que  le  faéleur  devienne 

P y~~r y on  voit  qu’il  fuffira  de  divifer  la  différentielle 

propofée  par  y\  & de  confiderer  P comme  le  fa&eur. 
En  divifant  de  plus  par  X,  & defignant  par  6/  les 

JC  J?'  • • • 

quotiens  - , -7  , la  différentielle  devient , en  la  multi- 
pliant par  le  fâéleur  P, Pyi~ ' dy  —¥  QJ*  yl~~T~lr  1 </# 
— {-Q^Pdx—o.  Or,  fi  P eft  une  fonflion  de  #,  il  eft 
évident  que  QP  le  fera  auffi,  & que  S.Jg^Pdx  fe  ré- 
duit a une  intégrale  d’une  feule  variable. 

Il  ne  faut  donc  plus  que  rendre  complette  la  dif- 
férentielle PyI~~r dy—\-SîlPy‘l~T~*  ld*‘,  or  il  faut  pour 

cela  que  — = ■ ■■ -7; , c eft  a dire , 

1 - — jj— - — (<! — r— b i)y* ~~ rQP;  d’ou  l’on  tire 

==^q—r—i-i)^dxy  & en  intégrant  L.P=zS.(q — r 
—b  1 ) Qdx  — S.(q  — r-+  1) Qdx.  L.e  . Donc  P=z 

& en  fubftituaüt  cette  valeur  de  P 
dans  l’equation  réduite,  on  aura  l’intégrale  ^7 ~X 

,S.Qdn=C. 
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CCCXLVII. 

Nous  éclaircirons  les  méthodes  precedentes  par 
l’exemple  d’une  différentielle  a trois  variables.  Soienc 
proposes  les  équations  dx-±-ady—*r(bx—1t-cy)T de 
= o;  kdx-+ddy—*-(b'x—t‘cy)tdT=zo,  dans  les- 
quelles *,  /,  t font  trois  variables,  & T une  fonction 
quelconque  de  r,  les  autres  quantités  étant  des  con- 
fiantes. On  multipliera  l’une  des  deux  équations,  par 
exemple,  la  première,  par  un  coefficient  indéterminé, 
& confiant  £,  & l’ayant  ajoutée  ainfi  a la  féconde,  on 
multipliera  le  tout  par  un  faéleur  P,  qu’on  fuppofe 
être  une  fonélion  de  r ; l’equation  deviendra  (_gP-+- 
kP)dx-+(gaP-*-a‘P)dy-+£(gbP—i-b'P)x-+. 
(gcP-+c  P)y’}T  dt  — o . Suppofons  maintenant 
que  cette  équation  foit  une  différentielle  complette, 
on  aura 

J d(gP  -±jP) °T(  r.l>P-*-b‘P)*-+(KcP-i-c'P)y] 

JJ  dÇgxP-ha’P') d[(giP-+è‘P')x-+(geP-+c'P)y] 

* dt  J j 

J jj  d (g  P -+  j P)  d(geP-+a'P} 

dy  dx 

P étant  par  la  fuppofition  une  fonélion  de  r,  qu’on  re- 
garde comme  confiante  dans  la  troifieme  équation,  il 

eft 


Digitized  by  Google 


II.  Partie  . Chap.  I.  4P 

cfl  clair  que  cette  équation  fe  réduit  a 0=30,  puifque 

d P = 0 , mais  les  deux  autres  donnent  == 

(gb-¥b')Py  & = (gc-*-r)P;  d’où  l’on 


, ZIzÏJLa*  Xr  ^ ££~££.J,  Xr 


en  ega- 


^ p 

lant  ces  deux  valeurs  de  -7-,  & divifant  par  dt^  on 

I 

aura  ^,4.  f = la-+s  > équation  du  fécond  degré,  qui 
donnera  deux  valeurs  de  g,  qu’on  pourra  par  confe- 
quent  regarder  comme  connûe.  Or  y g étant  donnée, 

ri  i»  • dP  jç  £ — +•  I n 

on  connoitra  P;  car  1 équation  ’7^r  donne  P 


= . Donc  l’equation  différentielle  (g P-bk P)  X 

d x--i-(gii  P-+-  a P )df-+--^(gbP—lrb'P)x-¥(gcP 
-¥c'P)y’yTdt  — o eft  complette , & fon  intégrale 
efl  (gP-+kP)x-+(g<iP-+-d P)y=iC.,  en  fuppofant 
que  g defigne  une  valeur  de  g trouvée  par  l’equation 
du  fécond  degré.  On  auroit  de  même  l’intégrale  pour 
une  fécondé  valeur  de  g donnée  par  la  même  équation. 

CCCXLVIII. 

Remarque.  Nous  avons  déjà  obfervé  dans  la  re- 
marque qui  termine  le  premier  Chapitre  Part.  I.  a 

G 
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qu’ayant  trouvé  un  faveur  M qui  rende  une  différen- 
tielle complette,  on  peut  trouver  une  infinité  d’autres 
fafleurs,  qui  fâtisferont  aux  conditions  d’intégrabilité. 
Car,  puifque  la  différentielle  M{Adx-*rB dy)  eft  in- 
tégrable, par  fuppofition,  foit  z,  fonftion  de  x,  & de 
yy  égalé  a l’intégrale  de  cette  différentielle  8c  de  plus 
foit  Z une  fonflion  quelconque  de  z;  il  eft  clair  que 
Zdz  eft  intégrable,  & par  confequent  aufft  MZÇAdx 
-+  Bdy)—Z dz  fera  intégrable;  donc,  fi  l’on  trouve 
un  faéleur  My  qui  rende  complette  la  différentielle 
Adx~*-Bdyy  on  en  pourra  trouver  une  infinité  d’autres 
MZ , prenant  pour  Z une  fonélion  quelconque  de  l’in- 
tégrale S.M(Adx->rBdy).  Il  faut  obferver  qu’il  eft 
quelque  fois  très-commode  de  partager  une  équation 
différentielle  en  pluficurs  parties , & d’examiner  fi  on 
peut  les  rendre  complettes  feparément  par  un  fa&eur 
commun,  car  alors  l’intégrale  pourra  devenir  très-aifée. 
Soir,  par  exemple,  la  différentielle  a y d x -+-  fi  x dy  -+- 

yxu~'lyvdx-+-$  x‘y”~'dy~oy  que  nous  partageons  en 

deux  parties  a y d x— +-$  x dy  , & y x“  ly’dx—*~ 

& x" y ~ 1 dy  ; nous  avons  démontré  dans  la  remar- 
que citée  , que  la  première  partie  devenoit  com- 
plette par  le  faveur  xn~  'yan~ 1 y & la  fécondé 
partie  par  le  fa&eur  Jm~*‘yn~\  n 8c  m étant  des 
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quantités  indéterminées,  on  pourra,  pour  égaler  les  fa- 
veurs, fuppofer  art — i = ym — ^ , & Æ»  1 — d m 


»,  d’où  l’on  tire  rr. 


y m — — E*  — h I 


par  confequent  m — 


v — <3 fri  — »— t-,a 
ai  — 


, & n=i 


y,,— tu— . fubfthuant  ces  valeurs  de  w,  »,  on  aura 

ai  — fil  * 

un  faéleur  commun,  & la  différentielle  fera  complet- 

te,  dont  l’intégrale  *”/'-+  = Il  faoit 

inutile  d’expliquer  icy  les  diffcrens  cas  de  cette  intégra- 
le. Il  fuffit  d’obferver  quelle  eft  algébrique,  lorfque  m 
8c  n font  des  quantités  réelles.  Cette  méthode  de  fepa- 
rer  les  différentielles  abrégé  beaucoup  les  calculs.  Au 
relie  il  faut  remarquer  qu’une  différentielle  totale  mul- 
tipliée par  un  faéleur  devient  très-fouvent  complette , 
quoiqu’aucune  partie  de  cette  différentielle  ne  puiffe 
être  complettée  feparement. 
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CHAPITRE  IL 

Ve  la  metbode  de  M.  Newton  pour  intégrer  par 
. les  fériés  les  équations  différentielles  a plufieurs 
variables  mêlées  x,  j y,  &c, , lorfque  ces 

équations  ne  contiennent  que  les  premières 
différences  dx , dy  , (ire., 

c»  leurs  produits , 

C C C X L I X. 

La  méthode  que  nous  allons  expliquer  , & 
qu’on  trouve  dans  le  Traité  De  la  Metbode  des  Flu- 
xions & des  /cries  infinies , fuppofe  la  théorie  des  fui- 
tes, telle  qu’on  la  trouve  dans  ce  célébré  Auteur,  & 
dans  tous  les  bons  Ouvrages  d’Algebre.  Car  première- 
ment , fi  l’equation  différentielle,  qu’on  fe  propofe  d’in- 
tégrer par  cette  méthode  , contient  des  fraélions  dont 
les  dénominateurs  foient  des  quantités  variables  & com- 

L L 

plexes,  comme  ~77s  , il  faut  réduire 

i H-*1  — 3 X 

ces  frayions  en  fuites  infinies  de  termes  fimples,  par  la 

divifion  continuée  a l’infini,  & écrire  la  fuite  i x1 

** ■— x6 x*  &c.  au  lieu  de  la  fra&ion  — - — : la 

I — j-X  X - 
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I L L 

fuite  2xl  — 2X-+7X1  — i 3*2-»-  34X1 — 7 3**  &c. 

£ 3^ 

axa  — 

au  lieu  de  la  fra&ion ; , & ainfi  des  autres.  Da 

1 -+X1  — J * 

même  fi  l’equation  différentielle  propofée  contient  des 
radicaux  de  quantités  variables  & complexes,  comme 

Va  * -+-  x x , // d-ZtllLj  il  faut  les  réduire  par  l’extra- 

étion  des  racines  continuée,  ou  par  le  binôme  de  M. 
Newton,  ou  par  les  autres  méthodes  connues  a des 

fuites  infinies  de  termes  limples  , & écrire  la  ferie 
2 

infinie  a-+  — 


s * 


.8 


M10 


■4- 


2 a 8 a}  1 6«5  12 S 47  256 

.1  _4  - .8 


-ülL-H-ÔY.,  ou  -—-H — — ~~  — ■ 

1024*11  ’ **  8**  1 6*!  ix8x7 


7a 


356X9  I024> 


— — b&c.  au  lieu  de  V aa  — t-xx  , & la 


ferie  infinie  1 — t-  — b x1  ~ x4 V x6-h&c. 

2 o ÎO 

I I ; ? »2 

-4-  — * «H — *6  -4-  —zü  b 

2416 

I 1 a IL 

— 7“  -rj-4 

*6 


au  lieu  de 


l—bx' 


I 


■ 
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' Enfin  il  arrive  fouvent  dans  l’ufage  de  cette  mé- 
thode, qu’on  a befoin  de  trouver  en  fuites  infinies  de 
termes  fimples  les  racines  des  équations  affeélées  de 
toutes  fortes  de  degrés;  par  exemple  la  racine  y de 

l’equation  affeftée  du  troifieme  degré  y*  — \-aay  -\-axy 

— a'=o,  qu’on  trouve  par  les  méthodes  con- 


nues — a—- 

4 


5091’ 


■ÔV.  a l’in» 


64*  512**  »6j84aî 

fini  ; ou  la  racine  y de  l’equation  affeélée  du  onzième- 


dearé  £i£. 

uc»rc  1816 


, n/  j si  , j y*  . * î 


îiï» 


I 12 


qu’on  trouve  =» — 


5040 


3Û2880 


’&c. 


Il  faut  remarquer,  qu’on  ne  donne  icy  le  nom  de 
quantités  composées , qu’a  celles  qui  le  font  par  rapport 
aux  variables,  & qu’on  appelle  fimples  toutes  les  quan- 
tités qui  ne  font  compofées,  que  par  rapport  aux  con- 
fiantes, quelles  renferment,  par  ce  qu’on  peut  les  ré- 
duire a des  quantités  fimples,  en  les  fuppofant  égalés  a 

quelque  confiante.  Ainfi  les  quantités 


TT^+Tx  1 » Ÿax-+b*  , (Je.  font  regardées 

comme  fimples,  par  ce  qu’on  peut  les  réduire  aux 
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5S 

I 

quantités  (impies  7 > 7 » “ f > ,7?»  ou  * **  » 

en  fuppofant  a-*b=ze. 

CCCL. 

Lorfque  l'equation  différentielle  propofée  ne  contient 
que  deux  variables  x,  8c  y avec  les  premières  différen- 
ces dx  8c  dy,  ou  leurs  produits  quelconques  dy*, 

dx* , dj* , dxdyy  d x1  dy , ÔV;  fi  on  veut  l'intégrer 
par  la  méthode  fuivante,  il  faudra  la  difpofer  de  ma- 
niéré, qu’on  ait  d’un  côté  du  figne  d’égalité  la  raifon 

ou  , & de  l’autre  côté  la  valeur  de  cette  raifon 

exprimée  par  une  fuite  finie,  ou  infinie  de  termes  (im- 
pies; ce  qu’on  pourra  toujours  faire  par  l’Article  prece- 
dent, comme  nous  allons  le  voir  dans  les  exemples 
fui  vans . 

Soit  propofée  l’equation  différentielle  ady  — xdy 
• — adx-\-xdx — ydx  = o , on  la  réduit  d’abord  a l’e- 

quation  ^=i-fji;,oua  l’equation  ^ — 7-174/ 
Dans  le  premier  cas  le  dénominateur  a — x de  la  fra- 
élion  étant  une  quantité  variable,  8c  complexe,  on 
réduit  cette  fraôlion  a la  ferie  infinie  de  termes  fimples 


5 6 Elemevs  du  Calcul  Intégral 

-+  ÔV.,  d’ou  l'on  tire  4^  =:  i £ 

— -*  «4 

Mais,  H on  examine  l’équation  différentielle  pro- 
pofée,  on  trouve  par  les  méthodes  du  Chapitre  prece- 
dent, que  la  différentielle  ady-—xdy — adx~+xdx — 

ydx  eft  complette,  & que  fon  intégrale  eft-^xx— ** 

« — y x-\-ay.  Il  ferait  donc  inutile  dans  ce  cas  de  cher- 
cher l’intégrale  par  une  fuite  infinie. 

Si  l’equation  propofée  eft  dyz  —dxdy-*-  x1  d x*  , 

en  la  divifant  par  dx*,  on  aura  d’abord  = ~-+- 

«*  , ou  z*  = z -+-  x*  , en  fuppofant  = z , & en  ti- 
rant la  racine  z de  cette  équation,  on  trouve  z 

— — — f/  — -+**.  Or  if  -4- XX  — x4— H 

i — ' 4 r 4 * 

, 8 

2x  — 5x  — +•  i ^xto&c,  Donc  en  fubftituant  cette  fuite 
infinie  de  termes  fimples  au  lieu  de  f/  I-+-xx,  on  aura 

— = i — x6  — -5x8—t-  i 4X10  &c. , ou^ 

= — xx-vx4  — 2 «6  5 x8—  1 4X10  ÔV.,  félon  qu’on 

ajoute- 
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ajoutera  /?  -+»*  a ou  qu’on  l’en  fouftraira . On 

voit  de  plus  qu’en  multipliant  par  dx  l’equation  ~ — ; 

7 dtr  ■^-*•**1  on  aura  dy=z~dx-±dxf/-^ — bxx, 
8c,  en  prenant  les  intégrales  de  côté  & d’autre,  y=z 

•-~x-±S.dxf'—  — h xx. 

Si  l’equation  propofée  etoit  d^-+axdxïd/-+- 
aadxzd y — x'dx’  — 2 a^dx'=zo;  en  divilànt  toute 
l’equation  par  dx* , on  auroit  —x.dL " d.\ . 

1 1 dx*  dx  dx 

xl  — 2 a*  — o,  ou  z3 -*-<*#  a -H  a*  2 — x*  — 2^=20  ÿ 

J 

en  fuppofant  77  = 2,  8c  en  tirant  la  racine  a de  cet- 
te équation  affeélée  du  troifieme  degré,  on  trouve  ^ — . 
-jï-a— , comme 
nous  l’avons  déjà  dit  (Art.  cccxlix.). 

CCGLI. 

Partout  oit  fe  trouvera  le  rapport  ou  des 
premières  différences  des  deux  variables  x 8c y,  pour  diflin- 
guer  plus  facilement  une  de  ces  variables  de  l’autre , nous 
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nommerons  Quantités  relatives  la  variable  8c  (à  différentiel- 
le qui  feront  dans  le  numérateur  de  la  fraélion , qui  ex- 
prime ce  rapport , 8c  nous  appellerons  Quantités  corrélati- 
ves l’autre  variable  8c  (à  différentielle , qui  feront  dans  le 
dénominateur  de  la  même  fraélion.  Ainfi  dans  le  rap- 
port ou  dans  la  fraélion  77 , / & dy  font  des  quanti- 
tés relatives,  x 8c  d x des  quantités  corrélatives,  au 

• d x 

contraire  dans  la  fraélion  jj  , x 8c  d x font  des  quan- 
tités relatives,  / 8c  d/  des  corrélatives. 

cccLir. 

Tous  ces  préliminaires  fupposés , on  peut  réduire  les  e- 
quations  différentielles,  dont  il  eft  icy  quefiion,  a trois 
efpeces,  ou  a trois  claffes.  La  première  claffe  comprend  les 
équations  différentielles  a deux  variables  x 8c  y,  mais  qui 
ne  contiennent  que  l’une  de  ces  deux  variables  finies  x , 
ou  y avec  leurs  premières  différences  d x 8c  d y , elevées  a 
telles  puiffances,  ou  produits  qu’on  voudra.  On  peut 
reprefenter  toutes  les  équations  de  cette  claffe  par  cette 

forme  A dx'  — t-  Bd ym  — \rC dx  dym  ~ h D dx  d y"  ~~  p 
-H-Ô’c.=o,  en  fuppofant  que  A \B ,C , D , &c.  font 
des  fondions  de  confiantes,  8c  de  la  feule  variable  x, 
ou  / qui  fe  trouve  dans  lequation , 8c  que  les  expo- 
fans  — »,w — p font  des  nombres  entiers  & 
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pofitifs.  La  fécondé  clafle  eft  pour  les  équations  diffé- 
rentielles, qui  contiennent  deux  variables  finies  avec 
leurs  premières  différences  elevées  a telles  puilfances  ou 
produits  qu’on  voudra.  On  peut  aufli  reprefenter  toutes 

les  équations  de  cette  claffe  par  la  forme  Adxm-^ 

B d ym  — 4-C  d x”  d ym  *— +■  D d x dym  — o , en 

fuppofant  que  A,  B,  C,  D,  &c.  font  des  fondions  de 
a;,  de/,  & de  confiantes,  & les  expofàns  des  nombres 
entiers  & pofitifs.  La  troifieme  claffe  renferme  toutes 
les  équations  différentielles , qui  contiennent  plus  de 
deux  variables  avec  leurs  premières  différences  elevées 
a des  puiffances  ou  produits  quelconques. 

CCCLIII. 

Problème  I.  Trouver  les  intégrales  des  équa- 
tions différentielles  de  la  première  claffe. 

Solution.  Prenez  pour  quantité  corrélative  celle 
des  deux  variables,  qui  efi  la  feule  finie  dans  l’equation 
propofée,  & difpofez  cette  équation  de  maniéré,  que 
vous  ayez  d’un  côté  la  raifon  de  la  différence  de  l’autre 
variable  a la  différence  de  celle-cy,  & de  l’autre  côté 
la  valeur  de  cette  raifon  exprimée  par  une  fuite  de 
termes 'fimples  (Art.  cccl.).  Multipliez  cette  valeur 
ou  cette  fuite  par  la  variable  corrélative;  enfuite  divi- 
fez  chaque  terme  fimple  de  ce  produit  par  l’expofant 
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de  Ja  variable  corrélative  dans  ce  terme;  ce  nui  refuf- 

tera  de  cette  operation  fera  l’intégrale  de  la  variable 

relative.  Ainfi  l’equation  propofée  étant  dy1  ^=.dxdy-\. . 

#d  x2 , on  prendra  pour  quautité  corrélative  la  variable 
*,  qui  eft  la  feule  finie  dans  cette  équation,  & on  la 

réduira  (Art.  cccl.)  a la  forme  -t-xx — x4_+, 

2#6  &c.;  on  multipliera  cette  fuite  par  »,  & on  aura 

le  produit  x-+-xJ — x5— »*2x7  &c.  ; enfuite  divifant 
chaque  terme  fimple  de  ce  produit  par  l’expofant  de  * 

dans  ce  terme,  on  trouve  &c.  Cette 

fuite  fera  l’intégrale  de  dy,  c’efl  a dire,/  = x-+  — 


Démonstration.  Puifque  ^ = i-4-xx x4-+. 

7.x6  ÔV.,  en  multipliant  de  côte'  & d’autre  par  </x,  on 

aura  dy=dx-+-xz  dx — xVx-+-  zx6dx&c.i  & en  in- 
tégrant de  côté  & d’autre,  on  aura  l’intégrale  de  dyy 

ou  / égalé  a l’intégrale  de  toute  la  fuite  dx-i-x'dx  — 

x*  dx-4r2x6  dx&c.  Or  on  trouve  cette  intégrale,  en 
intégrant  chaque  terme  en  particulier  fuivant  la  réglé 
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xm  1 

generale  S.xm  dx=^z^i  c’eft  a dire,  en  multipliant 

dans  chaque  terme  le  coefficient  confiant  ou  variable 
de  dx  par  »,  & divifant  ce  produit  par  l’expolànt  de 
x dans  ce  terme.  Ainfi  on  trouve  S.dxy  en  multipliant 
i par  x,  pour  avoir  le  produit  *,  & en  divifant  ce 

produit  par  i expofant  de  x1  ; & de  même  S.xzdx=z 

g) 

■j , en  multipliant  x par  x,  & divifant  ce  produit  par 

l’expofant  3 de  x dans  x3  , & ainfi  des  autres;  d’oà 
Ion  voit  que  dans  la  folution  du  Problème  on  n’a  fait 
que  fuivre  les  réglés  generales  d’intégration.  C.QF.D. 

Nous  ajouterons  icy  quelques  autres  exemples  de 
cette  folution . 


Si  l'equation  propofée  eft  — — _4._lL._4. 

* H"  ^c-  •>  on  trouvera  y—<tx — - — 1 — — (.  1 * 1 ** 

llaa  ' 8 i 9 1 » >04844 

de  même  fi  l’equation  etoit  i -+•  — — 

^ d*  **  X*  * 


* — t — 1 

X ~X  X 


• a x 
s 


-+■#  , on  trouvera  y=s 

1 ï 

* ■ X ‘ XX  X I t - - - 

rrr*-^  JT  •— 77>~+-7-^2  . 
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Si  on  a 1 équation  Tf  — — — t-  -+ 

--  - 

i/.  zbbc  a ? y y » ./T~~ 

v b y -*-cy  = -p-—  / — t-  ppj -+•  / "»«+c  on  trou- 
vera x — — p==r  -+*4  ^ ; puifque 

la  valeur  de  4-^  , ou  la  fuite  -^4~ / * —+•  •*+* 

dy  ’ */„  ■'  «-+* 

I 

^ £ -+-c  étant  multipliée  par  la  corrélative  y devient 

_I  2. 

ïl’bcy — — f.  **--  — t-y*  *//-  -+•  c , 8c  en  divifant  cha- 

j/J*  a -\rb  ' > 

que  terme  de  cette  fuite  par  l’expolànt  de  y dans  ce 
terme , on  trouve  x = — — i — L— — *-  - y1  x 

j_  j < 

y1  ^ a 

S 

De  la  même  façon  l’equation  ^ =z3  donne  / =s 

^ a 

î î ab  j x a b x . ,, 

5 > 37~~T  donne  y — --  — ; mais  1 équation 

donne  car,  fi  on  multiplie-^  par  x, 

i 
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le  produit  fera  a , ou  ax° , 8c  fi  on  divife  par  i’expo- 
fant  de  x dans  a , ou  dans  ax°  , le  quotient  fera  - , 
quantité  infinie , qui  doit  être  la  valeur  de  y . 

CCCLIV. 

Quand  on  trouvera  dans  la  valeur  du  rapport  i~ 


un  terme  fimple , corne  ~ , ou  une  fra&ion  dont  le  dé- 
nominateur eft  la  variable  corrélative  d’une  feule  di- 
mension, on  pourra  intégrer  ce  terme  par  les  loga- 

rithmes  hyperboliques  puifque  S.  —p  = /»£.*,  ou  bien 


ayant  fuppofé  la  variable  corrélative  x égalé  a la  Som- 
me ou  a la  différence  d’une  autre  variable  z,  8c  d’une 
confiante  c prife  a volonté  , on  fubfiituera  cette  Som- 
me, ou  cette  différence  au  lieu  de  x,  8c  dz  au  lieu  de 

dx.  Par  exemple,  fi  l’equation  eft  , on  aura  dy 


z=a-^-,y  — aL.x;  ou  bien,  ayant  fuppofé  x~c-4-zy 
on  aura  dx=dz,  — 

&e  . il  — _ 11  _ «1  (ÿc  g. 

dx  — dz  — c ce  .3  “T  ’ K 


par  la  folution  du  Problème  y = — — -+-  — 

» * Ç 2 C C * 

3« 
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~4  v 

— •™  &c.  On  pourra  enfuite  remettre  x — -r  au  lieu 

4t 

de  » dans  cette  valeur  de  y . 

Si  l’equation  propofée  etoit 

ou  dy=z-^ h 3^*  — xxdx,  en  fe  fervant  des  loga- 

rithmes hyperboliques  on  auroit  y — zL.x-¥$x  — 
~ j ou  bien  en  fubftituant  1 -*•  a au  lieu  de  * , on 
auroit  “**  3 — ( 1 — «-  * ) , & en  reduilànt 

par  la  divifion  la  fiaftion  ( en  ferie  infinie  2 — 
2 *— t-  2 * z — 2 z’  -4-  a *4dTc. , on  trouveroit  ^ 

* — 4Z— — 2 »3-+-  2 z4OV. , & par  la  folution  du 
problème  y — 42 — 2«-+-z!  — 

$ 2 S 

^.1  1 

Si  l'equation  etoit  ~=*  1 *r,  ou 

i £ 

* d x-+x  d x — ■ x d x , en  intégrant  de  cô- 

I i_ 

té  & d’autre , on  auroit  / = 2 x 1 -4  Z,,  x - x1 

3 

Mais  fi  on  vouloir  fubftituer  1 — « pour  x,  8c  dz 

I 

pour  dx,  on  auroit  =(  1 — zf~  *tK  1 — z)-" * 
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*5 


1 


Or  le  terme  - donne  par  la  divîfion  la  ferie  infi- 


nie r O’r.;  le  terme  Ÿ i — a donne 

par  l’extradion  de  la  racine  la  ferie  i — — ~zx—~ 


z:  OY. , 8c  le  terme  — ; 7— ; — r 

donne  par  la  divifion 

fuivant  la  folution  du  Problème  / = — % — *»— ’ 7- 


&c. 


8c 

z} 


— -s4  &c. 


CGCLV. 

On  peut  refoudre  le  même  Problème  par  une  au- 
tre méthode  generale  allez  facile , 8c  qui  n’eft  qu’un 
Corollaire  de  ce  que  nous  venons  de  dire.  Soit  pro- 
pofé  d’intégrer  l’equation  différentielle  a deux  variables 
Ad  xm  -+B  dym  —¥Cdxn  àym  n-+DdxPdj/m  p-*-&c. 
= 0,  dans  laquelle  A,  B,  C,  D,  &c.  font  des  fon- 
dions de  conitantes  & de  la  feule  variable  x,  & les 
expofans  w,  »,  />,  m — »,  Oï.  des  nombres  entiers 
pofitifs.  On  prend  pour  cela  une  troifieme  variable  » 

I 
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qu’on  fuppofe  ==~f~  > d’où  l’on  tire  dy  — zdx’f  dy"-=z 

xmdKm ; dym-n=zm-nd*m-”-,  dym-p  — zm~P  X 
dxm~p;  &c.  On  fubflitue  ces  valeurs  au  lieu  de  <//”, 
à/'-\  dym~p , &c.  dans  l’equation  propofée , 8c  ou 
la  change  en  Ad  xm  — +-  B zm  d xm  — 4-  C zn  "d  x’”  -+■ 
Z)  z* ~pd xm  -+■  &c.  — o , qu’on  divife  par  le  faéleur 

commun  d xm . Le  quotient  eft  A — t- S a”'  — h C zm ~ n 

— k-Dzm~~p — \-&c. ~o,  équation  a deux  variables  x,  z; 
puifque  A , 5,  C,  D,  &'r.  ne  contiennent  que  la  va- 
riable x avec  des  confiantes.  On  trouvera  donc  par 
cette  équation  la  valeur  de  z en  #,  8c  en  confiantes. 
On  fubflituera  cette  valeur  au  lieu  de  z dans  zdx , 
qui  deviendra  par  cette  fubflitution  une  différentielle 
d’une  feule  variable  x • on  l’intégrera  donc  par  les  mé- 
thodes de  la  première  partie , 8c  fon  intégrale  fera  éga- 
lé a /,  puifque  zdx=zdy. 

Suppofons  qu’on  veüille  intégrer  l’equation  Adx* 
— hB  dyz  — t-C  d x d y~o , on  aura  dans  l’equation  gene- 
rale D — Oy  m = 2y  n—iy  8c  en  faifant  z=z--y  ou 

trouvera  A-t-Bz1 -+-C z~o  . ou  z î-+-^-  = — — , 

9 a ji  * 
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d ou  Ion  tire  z = . : — j-g — - ; a y = z d x =: 

— CdxrtdxVCC  — 4/îi  s,  ,,  — r Çii__ 

, oc  / — — o.  iB  ^ 

J-.  *?*  f/L',£.7:..l££ — h JD  confiante. 

2 2j 

Si  on  fuppofe  de  plus  A=l> , C=za , 5 = -^-#,' 
par  confequent  2 B = *,  & CC  — = — 2^*, 

on  aura  d/  — — ~~T~  ~+~7~  ^ aa  — ibx,  &,  en  inté- 
grant de  part  & d’autre  /=J[P.  confiante  — - ■ a L.  x — f- 
S.~  ^ a a — 2 Æx.  Or  S.^~  ^ aa — zbx  — 2 — z£x 

( Art.  Ll.  ) . Donc 

T.  b X— H 4 

^ - 

2 Krt/J — 2 — aL.x-±a  l_,  -"r'1  — , en  pre- 

<»  J X— H4 

nant  les  logarithmes  hyperboliques. 

CCCLVI. 

Problème  II.  Trouver  par  les  fériés  les  inté- 
grales des  équations  différentielles  de  la  fécondé  claffe, 
ou  de  celles  qui  contiennent  les  deux  variables  finies  x 
& /,  avec  leurs  premières  différences  dx  & d y elevées 
a quelques  puiffances  ou  produits  que  ce  foit. 

Solution.  i.°  Il  faut  réduire  l’equation  propo- 
fée  a la  forme  prefcritte , en  mettant  d’un  côté  du 
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figue  d’égalité  le  rapport  77  , ou  des  premières  dif- 
férences, & de  l’autre  côté  la  valeur  de  ce  rapport  ex- 
primée par  une  fuite  finie,  ou  infinie  de  termes  fim- 
ples  (Art.  cccl.  ) . Par  exemple,  fi  l’equation  propo- 
fée  eft  dy=zdx — 3 xdx  — hydx  — bxxdx— hxydx  , il 

faudra  la  réduire  a la  forme  7^=1  — 3 x-f/H-x* 
-+x/,  en  divifant  par  dx. 

2.0  L’equation  étant  ainfi  préparée,  on  difpofera 
fes  termes  fuivant  les  dimenfions  des  deux  variables  x, 
& y , mettant  en  premier  lieu  ceux  qui  ne  font  point 
affeélés  de  la  variable  relative,  enfuite  ceux  où  cette 
variable  fe  trouve.  Ainfi  dans  l’exemple  propofé  on 

• à y 

écrira  -37=  i — mettant  en  pre- 

mier  lieu  les  termes  1— 1-3  *- t-xx,  dans  lefquels  la 
variable  relative  y ne  fe  trouve  point,  & rangeant  ces 
termes  fuivant  les  dimenfions  de  la  corrélative  x dans 
chaque  terme;  plaçant  enfuite  les  termes  y—¥  xy , ou 
la  relative  y fe  rencontre,  & en  commençant  par 
ceux,  où  les  dimenfions  Ibnt  les  plus  petites. 

3.0  Ayant  décrit  un  reélangle  ABDC , & l’a- 
yant divifé,  comme  on  le  voit  ( Fig.  1.)  par  des  li- 
gnes horifontales  EF,  P LM,  & par  la  verticale 
KH>  écrivez  dans  le  reflanglc  horifontal  KBFR  la 
fuite  des  termes , ou  la  variable  relative  ne  fe  trouve 
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point,  c’eft  a dire,  la  fuite  i 3*— hxx,  dans  nôtre 
exemple.  Ecrivez  aufii  du  haut  en  bas  dans  le  reélan- 
gle  vertical  ERS  P l’autre  fuite  de  termes,  où  fe 
trouve  la  variable  relative;  c’eft  icy  la  fuite 

4. 0 Prenez  le  premier,  ou  le  plus  bas  terme  de 
la  fuite  horifontale,  ou  la  variable  relative  ne  fe  trou- 
ve point  , & qui  eft  placée  dans  le  reftangle  K RF  B; 
multipliez  ce  terme  par  la  variable  corrélative,  8c  di- 
vifez  le  produit  par  i’expofant  de  la  corrélative  dans 
ce  môme  produit.  Ecrivez  enfuite  le  quotient  de  cet- 
te divifion  dans  le  reélangle  horifontal  le  plus  bas 
NHDM1  pour  le  premier  terme  de  la  ferie,  qui  doit 
exprimer  la  valeur  de  la  variable  relative.  Dans  nô- 
tre exemple  il  faut  multiplier  le  premier,  ou  le  plus 
bas  terme  1 de  la  fuite  1 — 3X-4-XX  par  la  variable 
corrélative  x,  divifer  le  produit  x par  l’expofant  1 de 
x dans  ce  môme  produit  x'  , 8<  écrire  le  quotient  x, 
qui  vient  de  cette  divifion  dans  le  reflangle  NHDM 
a côté  de  la  relative  /;  x fera  le  premier  terme  de  la 
ferie  qu’on  cherche,  & qui  doit  exprimer  U valeur  de 
y en  x. 

5. 0 Pour  trouver  le  fécond  terme  de  cette  ferie, 
fubftituez  dans  tous  les  termes  de  la  fuite  verticale  pla- 
cée dans  le  reélangle  ERS  P le  premier  terme  que 
vous  venez  de  trouver,  au  lieu  de  la  variable  relative, 
8c  écrivez  la  valeur  de  chaque  terme  dans  le  re&angla 
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RSQF  a côté  de  ce  même  terme,  & dans  le  rangj 
qui  convient  a la  dimenfion  de  la  variable  corrélative 
dans  cette  valeur.  Ainfi  dans  nôtre  exemple  il  faut 
fubflituer  x au  lieu  de  y dans  les  termes  — i-/,— 
ce  qui  donnera  les  valeurs  — t-x, -+xx.  On  écrira  donc 
la  valeur  a côté  de  y au  fécond  rang,  fous  le 

terme  de  même  dimenfion  — 3*,  & la  valeur  — t-xx 
a côté  de  xy  au  troifieme  rang  fous  le  terme  de  mê- 
me dimenfion  —t-xx  de  la  fuite  horifontale  1 — 3*— h 
xx.  Après  ces  operations  prenez  dans  le  reélangle 
K S QB  la  fomme  des  termes  dans  lcfquels  la  variable 
corrélative  a la  plus  petite  dimenfion  après  le  plus  bas 
terme  de  la  fuite  horifontale,  qui  eft  icy  i : Cette 
fomme  fera  dans  nôtre  exemple  — 3 x — l-  x = — 2 x, 
comme  on  la  voit  au  fécond  rang  dans  le  rectangle 
des  fommes  SNMJjR  Multipliez  cette  fomme  par  la 
variable  corrélative,  & ayant  divifé  le  produit  par  l’ex- 
polânt  de  la  corrélative  dans  ce  même  produit , écrivez 
le  quotient  de  cette  divifion  dans  le  reélangle  N HD  AI 
pour  le  fécond  terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la 
valeur  de  la  variable  relative.  Ainfi  dans  nôtre  exem- 
ple, on  multiplie  la  fomme  — ix  par  la  corrélative  x, 
& ayant  divifé  le  produit  — i*1  par  l’expofant  2 de 
x dans  ce  produit,  on  écrit  le  quotient  — xx  pour  le 
fécond  terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur 
<le  y en  x. 
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6.°  De  même  pour  trouver  le  troifieme  terme 
de  cette  ferie,  on  fubfli  tuera  dans  tous  les  termes  de 
la  fuite  verticale  placée  dans  le  reftangle  ERS  P le 
fécond  terme  de  la  ferie,  ou  le  quotient  qu’on  vient 
de  trouver,  au  lieu  de  la  variable  relative,  8c  on  écri- 
ra la  valeur  de  chaque  terme  a côté  de  ce  même  ter- 
me dans  le  reétangle  RSQFy  8c  au  rang  qui  convient 
a la  dimenfion  de  la  variable  corrélative  dans  cette  va- 
leur. Dans  nôtre  exemple  on  fubftituera  — xx  au  lieu 
de  y dans  les  deux  termes  -\-y  8c  —*■*/;  ce  qui  donnera 

les  valeurs  — xx , 8c  — x?  . On  écrira  donc  — xx  a 
côté  de  —¥y  au  troifieme  rang  fous  le  terme  de  même 
dimenfion  ■+**  de  la  fuite  horifontale  1—3*-+-**, 

8c  la  valeur  — **  a côté  de  -¥xy  au  quatrième  rang. 
Enfuite  on  prendra  dans  le  rectangle  la  fomme  des  ter- 
mes, dans  lefquels  la  variable  corrélative  a la  plus  pe- 
tite dimenfion  , après  ceux  dont  on  a pris  la  fomme 
dans  le  nombre  precedent.  Cette  fomme  eft  icy  xx — • 
xx-+xx=xx.  On  la  multipliera  par  la  variable  correr 
lative,  & ayant  divifé  le  produit  par  l’expofant  de  la 
corrélative  dans  ce  même  produit,  on  écrira  le  quo- 
tient de  cette  divifion  dans  le  reétangle  NHDM , pour 
le  troifieme  terme  de  la  ferie,  qui  doit  être  la  valeur 
de  la  variable  relative.  Dans  nôtre  exemple  on  multi- 
pliera la  fomme  -+**  par  x , & ayant  divifé  le  pro: 
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, *3  » î 
duit  xs  par  1 expofant  3 , on  écrira  ■+-  } ou  , * pour 

le  troifieme  terme  cherché. 

7.°  En  continuant  d’operer  de  la  même  maniéré  , 

on  trouvera  le  quatrième  terme , qui  eft  icy  — *4  • 


Car  la  Comme  x?  — x*  = — étant  multipliée 
Z * 

par  x donne  le  produit  — ~x4  qu’on  doit  divifer  par 
l’expofimt  4,  pour  avoir  le  quotient,  ou  le  quatrième 
terme  — ■ — x4  =r ; x4  . Enfin  on  trouvera,  en  conti- 

12  O 

nuant  les  mêmes  operations , le  cinquième  terme , 8c  tous 
les  autres  fuivants,  de  forte  qu’on  aura  / — x — **-+ 


Lx’-SS-i.±x'-±x6&c. 

3 6 30  45 

Ce  Problème  eft  celui  dont  M.  Newton  parle  en 
ces  termes  dans  la  méthode  des  fluxions  : Sic  demum  ad 


fnem  perduxi  boc  val  de  intricatum  & omnium  aliorum 
Jifficillimum  Problema , quando  dtuc  folum  funt  fiuentes 
quantitares , una  cum  fluxionibus  fuis  in  propofta  œquaria- 
ne.  Enfuite,  parlant  de  la  demonftration  du  même  Pro- 
blème , il  ajoute  : Hoc  patto  folutum  efl  Problema , fed  la- 
tet  demonjlratio  . Cum  aurem  tôt  tant  varia  continent 
boc  Problema , ut  demonjlratio  fynthetice  fine  maximis 
ambagibus  deduci  nequeat  ex  genuinis  eius  fundamentis , 

fujfciet 
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fufficiet  car»  breviter  indicare  analytice . Propoftra  içirur 
aquatione , & opéré  pcraBo , tenta  num  ex  aquations  re- 
perta  regredi  liceat  ad  propofttam  : Ja  demonflration  de 
Newton  ne  confifte  qu’a  vérifier  l’operation , lorfqu’elle 
efl  faite  , & a examiner  fi  elle  rend  la  différentielle  pro- 
pofée . Mais  nous  donnerons  icy  une  demonflration  ge- 
nerale de  ce  beau  Problème,  tirée  des  principes  du  cal- 
cul différentiel. 

Démonstration  . Puifque  jj  = i — 
-+/-+*/,  en  multipliant  de  côté,  & d’autre  par 
on  aura  dy  = dx — 3 xdx  -t-xxdx  — ^ydx-+xydx\ &, 

en  intégrant,  on  aura  y — x — xx-4-~  x'~ b S.ydx- 4- 

S.xydx , d’où  l’on  voit  que  x eft  le  premier  terme  de 
la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  la  variable  re- 
lative / en  x,  8c  qu’on  trouve  ce  terme  en  intégrant 
dxy  c’efl  a dire,  en  multipliant  i par  la  corrélative  x, 
8c  en  divifànt  le  produit  x par  l’expofant  1 de  x dans 
le  même  produit,  ce  qui  eft  l’operation  preferitte  N.°  4. 

Si  on  fuppofe  prefentement,  comme  on  a coutume 
de  faire  dans  l’analyfe,  que  la  ferie  qu’on  cherche,  & 
qui  doit  exprimer  la  valeur  dey  en  x , foit  trouvée, 
& qu’elle  foit  reprefentéc  par  x-t-X,  x étant  fon  pre- 
mier terme,  8c  X la  fuite  de  tous  fes  autres  termes 
après  le  premier,  en  fubftituant  x-4-X  au  lieu  de/ 
dans  les  deux  termes  -*-/ , -+•  xy , on  aura  /— i-x/=e 

K 
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x — t-xx  — hX— t-xX,  & l’equation  dy  — dx — 3x</x-4- 
xxdx—\-(y—*rxy)dx  deviendra  dy=.dx — ^xdx-i-xxd  x 

-4-  xd x— 4-xx  dx 

— 1-(  X— 4-xX)  dx ; & en  intégrant  de  côté  & d’autre, 

on  aura /=x — xx— 4-j ■ x* -+■£.(  X-*-x  X)dx  ; par  où 

l’on  voit  que  le  fécond  terme  de  la  ferie,  qui  doit 
exprimer  la  valeur  de  / en  x,  eft  — xx,  & qu’on 
trouve  ce  fécond  terme  en  fubftituant  le  premier  ter- 
me x pour  y dans  x/,  & en  intégrant  la  diffé- 

rentielle dx( — J*— 4-x),  ou — 2 xdx,  c’eft  a dire, 
en  multipliant  la  fomme  — 2 x par  la  corrélative  x , 
& en  divifànt  le  produit  — 2xx  par  l’expofant  2 de  x 
dans  ce  même  produit,  pour  avoir  le  quotient  — xx. 
C’eft  l’operation  prefcritte  N.°  5. 

Suppofant  de  la  même  maniéré  que  la  ferie  qu’on 
cherche  foit  x — xx— 4-X',  X'  reprefentant  la  fuite  des 
termes  de  cette  ferie  après  les  deux  premiers  x — xx, 
on  aura  / = x — *-X  = x — xx— 4-X' j par  confèquent 
X— — xx— 4-X',  & en  fubftituant  — xx— 4-X'  au  lieu 
de  X dans  les  deux  termes  -+X-+*X,  on  aura  -4-X 

—+‘*  X=r— -x x — x'  -4-X  -+xX’,  & J’equation  dyzzz 

d*  2*(/*-+2*l(/»-t-(X-f*X)</*  deviendra  dyz=z 

d x * ï x d x — +-  2 x*  d x — x^  d x —4-  ( X,— +-  x X'J  d x y 8c  en 
— x*dx 


Digitized  by  Googlq 


II.  Partie.  Chap.  II.  75 

intégrant  de  part,  & d’autre  on  aura  y=x — xx-+* 

f x?  — -^x4-h-J-.(X'-+-xX')</x  ; d’où  l’on  conclût 

que  ~ xT  elt  le  troifieme  terme  de  la  ferie,  qui  doit 
exprimer  la  valeur  de  y en  x,  & qu'on  trouvera  ce 
troifieme  terme,  en  fubftituant  le  fécond  terme  — xx 
pour  X dans.  X-+*X,  ce*  qui  donne  — xx  — x’  , 
qu’on  trouve  aufïï  en  fubftituant  •— xx  pour  y dans 
y x y y & en  intégrant  la  différentielle  (xr-4-x* — r 

xz)dx,  ou  —hxidx;  c’eft  a dire,  eu  multipliant  la 
fomme  x*  de  — +-xx— +-x* — x par  la  corrélative  xT 
pour  avoir  le  produit  x5,  & en  divifant  ce  produit  par 
l’expofant  3 de  x dans  le  même  produit,  pour  avoir  le 
quotient  — t--jx5  ..  C’efl  l’operation  prefcritte  N.°  6. 

De  même  fi  on  fuppofe  que  la  ferie  quon  cher- 
che foit  x — *x-+ÿ*!-+X',  X'  reprefentant  la  fuite 
des  termes  de  cette  ferie  après  les  trois  premiers  x — . 

xx-4-—  x\  on  aura  y — x — xx— hX'=*—  xx— h — x1 
-+-X*;  par  confequent  X'—  -7  — *-X";  & en  fubfti- 
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tuant  -7*^— t-X"  au  lieu  de  X'  dans  les  deux  termes 

X'-+*X',  on  aura  X'-+*X'=:-*!-)--x4  — 

*X",  & 1’equation  dy=zdx — zxdx-+x%  dx — x}dx— t- 
(X'-+xX')d x deviendra  dy~dx — ixdx-*-x1d» 

— x'  dx-+> ~x*dx-+(X’-+xX")dx,  8c,  en  intégrant, 
— v-  — x*dx 

on  aura  y — x — xx-+  — x'  — -f*4-*-  ~x-*-S.  (X"— b 

J 6 ij  v 

xX“)dx;  d’où  l’on  conclut  que  — -ÿx4  eftla quatrième 
terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de/  en  x,  & 
qu’on  trouve  ce  quatrième  terme  en  fubfti tuant  le  troifieme 
— — x5  pour  X'  dans  X'-+*X';  ce  qui  donne  — x'  -4-—  *4 

qu’on  trouve aufli en  fubftituant— *-^-x?pour/  dans /— y-xy, 

8c  en  intégrant  la  différentielle  ( — xJ— h — x'  dx),  ou 

1 ~x  dx  , c efl  a dire,  en  multipliant  la  fomme 

— jx’  de  — x’-hjx’  par  la  corrélative  x,  pour 
avoir  le  produit  — x4 , St  en  divifant  ce  produit  par 
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l’expofant  4 de  * dans  le  même  produit,  pour  avoir 

— ^x4  = ^-x4.  C’eft  l’operation  préfcritte  N.°7. 

On  voit  clairement  qu’on  peut  démontrer  toutes 
les  autres  operations  préfcrittes  dans  la  folution,  8c  que 
cette  demonflration  peut  s’appliquer  a tous  les  cas  : 
donc  Scc.  C.  4?.  F.  D. 

• Nous  allons  éclaircir  par  des  Exemples  les  difficul- 
tés qui  peuvent  fe  rencontrer  dans  la  pratique  de  cette 
méthode . 


CCCLVII. 

Exemple  I.  L’equation  propofée  étant  1 —+* 

7 -+■  -+■  — — &c.  a l'infini , on  écrit  le  terme 

1 dans  le  rcélangle  horifontal  K RF  B (Fig.  2.),  8c 
toute  la  fuite  des  autres  termes  dans  le  reftangie  ver- 
tical ERS  P.  On  multiplie  le  terme  1 par  x,  & 
ayant  divifé  le  produit  x par  l’expofant  r de  x,  on 
écrit  le  quotient  x dans  le  reftangle  NHDM , pour  la 
premier  ternie  de  la  fuite  qui  doit  exprimer  la  valeur 
de  y en  x. 

On  fubftitue  dans  tous  les  termes  du  reélangle 
vertical  ERS  P le  quotient  ou  le  premier  terme  x au 
lieu  de  y , 8c  on  écrit  la  valeur  de  chaque  terme  a 
côté  de  ce  même  terme  dans  le  re&angle  RSQF  au 
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rang  qui  convient  a la  dimenfion  de  la  corrélative  dans 

la  valeur  de  ce  terme.  Ainli  on  écrit  - valeur  du  ter* 

A 

me  - a côté  de  ce  terme  au  (êcond  rang;  — valeur 

a 07  aa 

du  terme  — a côté  du  même  terme  au  troifïcme  rang; 

valeur  de  a côté  de  ce  terme  au  quatrième 
rang,  &c..  Enfuite,  pour  trouver  le  fécond  terme  de  la 
ferie  qu’on  cherche  , on  multiplie  ~a  par  #,  pour  avoir 

le  produit  ^ , quon  divifera  par  l’expofant  a;  & on 

écrira  le  quotient  — dans  le  reflangle  NHDM  pour 
le  fécond  terme  de  la  ferie  » Pour  trouver  le  troifie* 
me  terme  de  cette  ferie,,  on  fubftitue  le  fécond  terme 
— au  lieu  de  y dans  tous  les  termes  du  reélangle 
vertical  ERS  Pi  on  écrit  la  valeur  de  chaque  terme 
a fon  rang  dans  le  reélangle  RF  QSj,  marquant  -~~ 

a côté  du  terme  - au  troifteme  rang  ; a côté  du 

* ° 2 «î 

terme  ■—  au  quatrième-  rang,  &c.  On  prend  enfuite 
la  fomme  des  termes  du  trçifieme  rang,  qui  eft 
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TJ7  77  ==  77T  » ^ on  k mu^t^P^e  *»  pour 

3 

avoir  le  produit  jjj,  qu’on  divife  par  l’expolknt  3, 

& on  écrit  le  quotient  — — pour  le  troifieme  terme 
de  la  ferie  dans  le  reêlangle  NHDM.  En  continuant 
de  même  les  operations  préfcrittes  dans  la  folution  du 
problème,  on  trouve  h — - h - ->• 

— t — V Ô*r.  a l’infini. 

Il  faut  remarquer  que  dans  cet  Exemple  on  ne 
s’eft  propofé  de  pouffer  la  ferie  qui  exprime  la  valeur 
de  y en  x,  que  jufqu’a  la  fixieme  dimenfion  de  x,  & 
que  c’eft  pour  cette  raifon,  qu’on  a ômis  dans  l’opera- 
tion tous  les  termes,  qu’on  prévoyoit  devoir  être  inu- 
tiles pour  cette  fin,  comme  on  l’a  indiqué  par  le  figne 
&c.,  qu’on  a ajouté  a toutes  les  fuites  interrompues. 

CCCLVIII. 

Exemple  II.  Si  on  propofoit  l’equation  = — 

3 x-4-  3 xy-¥yy  — xyy— l-y* — x/’ -t-/4  — -x^y4  &C» 

-*-6  xxy  — 6 xx— H 8 x* y — 8x?  -+-I  ox*y—  I ox4Ô*c., 
& qu’on  ne  voulût  pouffer  la  ferie  qui  doit  exprimer  la  va- 
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Jeur  de/ en  *,  que  jufqu’a  la  fepderae  dimenfionde  x,  ou 
difpoferoit  les  termes  de  lequation  félon  l’ordre  préfcrit, 
en  plaçant  les  termes , ou  la  relative  / ne  fe  trouve 
point,  dans  le  refia  ngle  horifontal  K RF  B (Fig.  3.) 

fans  paffer  au  de  la  du  terme  — 14^,  puifqu’on  veut 
rejetter  de  la  ferie  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  / 
en  x tous  les  termes  dans  lefquels  la  dimenfion  de  x 
furpaffe  7,  & puifqu’il  faut,  fuivant  la  réglé,  multi- 
plier par  la  corrélative  * tous  les  termes  qui  font  dans 
le  reflangle  K B QS , ou  toutes  les  fommes  du  reflan- 
gle  5"  NMJQj  pour  trouver  les  termes  de  la  ferie  qu’on 
cherche  . On  mettrait  enfuite  dans  le  reflangle  vertical 
ERS  P les  autres  termes  de  l’equation,  dans  lefquels 
la  relative  / fe  trouve , lâns  aller  au  delà  des  termes , 
qui  donnent  jufqu’a  la  fixieme  dimenfion  de.v,  lorfqu’on 
fubllitue  les  valeurs  de  / en  x dans  ces  mêmes  ter- 
mes. Ainfi  puifqu’on  trouve,  fuivant  la  réglé,  que  le 

premier  terme  de  la  ferie  qu’on  cherche , cil  — ~ x x , 

& qu’il  faut  fubftituer  — - xx  pour  /,  dans  les  ter- 
mes du  reflangle  vertical  ERS  P,  ce  qui  donnera  -+- 

4 ^ O * « ? 27  6 

10*  /— — 1 5*  ;-*//  = —-*  , &/=  — — * ; 
on  voit  bien  qu’il  ferait  inutile,  lorfqu’on  ne  veut 
pouffer  la  ferie  que  jufqu’a  la  feptieme  dimenfion  de  x. 
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de  marquer  dans  le  reêlangle  vertical  ERS  P les  ter- 
mes —H  1 2 x’ y &c.  , — xf  Cfc. , /4  &c. 

Après  avoir  ainfi  difpofé  les  termes  de  l’equation 
dans  le  reflangle  AXTBy  on  trouvera  fans  difficulté 
les  quatre  premiers  termes ~xx — 2*  — x — 


x de  la  valeur  de  y ; mais  comme  les  puilfances  y1  j 

y*&c.  fe  trouvent  dans  les  termes  du  re&angle  vertical 
ER  SP  y & puifque,  pour  trouver  les  autres  termes 
de  la  ferie , qui  doit  exprimer  la  valeur  de  y y il  faut 
fubftituer  dans  ce  reflangle  les  valeurs  de  ces  puiffan- 
ces  en  #,  on  aura  befoin  des  premiers  termes  du  quar- 
réy  du  cube,  &c.  de  la  ferie  — ~ ** — ix* — ~x46v., 


quon  trouvera  en  multipliant  cette  ferie  par  elle  même 
autant  de  fois,  qu’il  fera  neceffaire  ; ce  qui  donnera 


,==.-+!  S ->.6x'-i.^x6&c.y/=:-%x6  6V., 


en  négligeant  les  autres  termes  , ou  la  dimeufion 
de  x furpaffe  6 ; par  ce  qu’on  ne  veut  point  icy 
pouffer  la  ferie  qu’on  cherche  au  delà  de  la  feptie- 
me  dimenfion  de  x . Nous  avons  marqué  les  pre* 
miers  termes  de  ces  puilfances  dans  le  reêlangle  C X T D , 
& il  faudroit  en  augmenter  le  nombre  fucceffivement , 

L 
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a mefure  qu’on  voudrait  pouffer  plus  loin  la  ferie  qui 
exprime  la  valeur  de  /.  On  trouve  de  cette  maniéré 


4- 


■ 2 X 4- 


U 4 

F* 


pi  * 
— x 

20 


ni  6 
■x 


f6  7 7 

— X 

i5 


/ 2 " 8 " 20  " 16 

(D’c.  quantité  négative;  d’où  l’on  conclût  que  l’une  des 
deux  variables  x Sc  y,  augmente,  tandis  que  l’autre 
diminue.  Au  relie  on  voit  par  cet  Exemple  comment 
il  faut  procéder  dans  tous  les  autres  cas,  qui  renfer- 
ment les  puiffances  quelconques  de  la  quantité  relative. 


CCCLIX. 


Exemple  IIJ.  On  refoud  de  la  même  maniéré 
les  équations  dans  lefquelles  la  quantité  relative  efl 
elevée  a des  puiflances  fraélionaires ; par  exemple,  Ci 

I 

on  propofe  l’equation  = \ y—^yy-'riyx1 — ~xm 

— 1-7/1— H2/?,  dans  laquelle  la  quantité  relative  x eft 

elevée  a la  puiflànce  fraélionaire  ~ ; on  en  difpofera 

les  termes,  fuivant  l’ordre  préfcrit,  dans  le  reélangle 
ACDB  (Fig.  4.).  Enfuite  on  multipliera  le  premier 

terme  -*■-  y par  la  quantité  corrélative  y , & ayant 
divifé  le  produit  j y2  par  l’expofànt  2,  on  écrira  le 
quotient  ~ y y dans  le  reélangle  N HD  M pour  le  pre* 
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mier  terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de 
x en/.  Pour  trouver  le  fécond  terme  de  cette  ferie , 

I 

on  fubftituera  —y  pour  x1 , 8c  Tôf*  Pour  **  dans 

les  termes  du  re&angle  vertical  ERSPy  8c  on  écrira 

1 

dans  le  rectangle  RSQF  y * pour  2 y x'  a côté  de  ce 
terme  au  fécond  rang,  8c  — TJ/4  Pour  — ~xx  a cô- 
té de  ce  terme  a fon  rang.  On  prendra  la  fomme  des 
termes  — 4 >'/-♦*//— — 3//,  qu’on  multipliera  par 

y pour  avoir  le  produit  — %yJ  - on  divifèra  ce  produit 

par  Texpofant  3 ; le  quotient  fera  — qu’on  écrira 
pour  le  fécond  terme  de  la  ferie  dans  le  reélangle 
NHDM.  Après  cette  operation  on  commençera  a 
chercher  les  premiers  termes  de  la  racine  quarrée  de  x , c’eft 

adiré,  de  la  ferie  ~yy — y1  On  trouve  que  les 

deux  premiers  termes  de  cette  racine  font  ~y — yyr 
& que  les  deux  premiers  termes  de  xx,  ou  du  quarré 
de  la  ferie  ~yy — yz  &c*  font  ~yA — y1  ► 

Mais , par  ce  qu’on  ne  veut  pouffer  icy  cette 
ferie,  que  jufqu’au  terme  où  la  dimenfion  de  y ne  paf- 
fe  pas  5,  on  omettra  tous  les  termes  dans  lefquels  cet- 
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te  dimenfion  de  y furpafle  4.  On  fubftituera  donc 
d’abord  dans  les  termes  du  rectangle  vertical  ERSP  y 

2 I 

— y y pour  x1  , & on  aura  2yx,=  — hyy— . 

2 y*,  qu’on  écrira  dans  le  reflangle  RSQF  a fort 
rang . On  écrira  de  même  — ^y*  pour  — — xx 

dans  le  même  rectangle  a côté  de  — -*#,  & a fou 

s. 

rang.  Enfuire  on  multipliera  le  terme  -+7^*,  qui 

Te  trouve  feul  de  là  dimenfion,  par  la  corrélative  /, 

2 

pour  avoir  le  produit  —1 -7/*,  qu’on  divifera  par  l’ex- 

7 

pofant  — , ce  qui  donnera  le  quotient  2 /*  , qu’on 
écrira  dans  le  reflangle  NHDM  pour  le  troifieme  ter- 
me de  la  ferie  ou  de  la  valeur  de  * en  y.  On  aura 

donc  x = jyy~y}^.2y1  &e.,  & 

2y*  &c.  en  fubftituant  dans  le  re&angle  ERS  P — . 

il  L 

//-+2/1  au  lieu  de  x1  , on  aura  -+2/x1=-f.^ 

2 

•—2/  -+4/1,  qu’on  devrait  écrire  dans  le  reftangle 
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RSQF  a côté  du  terme  -+-2/*1.  Mais,  comme 

ou  a déjà  écrit  les  deux  termes  — y- y y — ' 2/?  , on  n’a 

7 

plus  qu’a  ajouter  le  troifieme  terme  -4-4/* . De  mê- 
me en  fubflituant  dans  le  rectangle  ERS  P pour 

xx,  on  aura  — y**” — , qu’on  a. déjà  marqué 

dans  le  reélangle  RSQF.  On  prendra  la  fomme  des 
termes  correfpondans  — ► 2 y*  — 2 , qui , étant  zéro , 

_7 

ne  donne  rien.  Enfuite  on  prendra  le  terme  4 * 
qui  eft  feul  de  fa  dimenfion , on  le  multipliera  par  y , 

». 

pour  avoir  le  produit  4/1  , qu’on  divifera  par  l’expo- 

fant  -j , & on  écrira  le  quotient  — *"jf%  dans  le  re- 
ctangle NHDM  pour  le  quatrième  terme  de  la  fuite. 

7 9 

X - “ g ~ 

On  aura  donc  x — —yy — yi  y'  -+-— /*  ÔV.,  dont 

>,  5_ 

la  racine  quarrée,  où  x’  eft  — yy-irzy* — y^&c. 

Enfin,  en  fubflituant  dans  le  reCtangle  ERS  P -~y  — « 

1 JL  L 

yy-t-zy1 — au  lieu  de  x1 , on  aura  -+2/X1  — 
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7 

— +•// — 2/?  — +-4/a  — 2^4  , qu’on  devrait  écrire  dans 

1 

le  re&angle  RSQF  a côté  du  terme  — t-2/x1;  mais» 
comme  on  a déjà  marqué  les  trois  premiers,  termes 

7 

~+yy  — 2/î-+4/1j  on  fe  contentera  d’ajouter  le 
quatrième  terme  — 2/4  » Pour  la  valeur  du  terme 

— -jxx=z — on  voit  qu’on  l’a  déjà  écrite» 
Ainfi , pour  trouver  le  cinquième  terme  de  la  ferie  , 
OU  de  la  valeur  de  # en  y , on  prendra  la  fomme  des 
termes  correfpondans  — 2/4  — ~/4==  — ; on 

multipliera  cette  fomme  par  y , pour  avoir  — —y% , & 
après  avoir  divifé  ce  produit  par  l’expofant  5 , on  écri- 
ra le  quotient  — pour  le  cinquième  terme  de  la 

ferie  dans  le  re&angle  NHDM , & on  aura  x = —yy 
7 * 

— y -t-2/‘-t--/v — £Lyï&u  On  voit  bien  qu’on 

peut  prolonger  cette  ferie  autant  qu’on  voudra  par  les 
mêmes  operations  continuées. 
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CCCLX. 

Exemple  IV.  Lorfque  la  quantité  relative  a des 
expofans  fra&ionaires  ; on  peut  encore  la  réduire  en 
nombres  entiers  par  la  méthode  ordinaire,  c’eft  a dire, 
en  égalant  cette  quantité  relative  avec  fon  expofant 
fraélionaire  a une  autre  variable  dont  l’expofant  foit  un 
nombre  entier,  & en  fubftituant  celle-cy  au  lieu  de  la 

première  dans  toute  l’equation.  Par  exemple,  fi  l’equa- 

* 

tion  propofée  eft  = 3 #/’-+-/  dans  laquelle  la  quan- 
tité relative  y a pour  expofant  la  fraélion  ~ , on  fup- 
1 

pofera  y1  = %,  ou  y=zz  , ce  qui  donnera  en  difFéren- 

tiant  dy  = 3 z2Jz;  en  fubftituant  %zzdz  au  lieu  de 
1 

dy , z z au  lieu  de  y1  , & z au  lieu  de  /,  l’equation 
deviendra  3 x zz-t-z'' , ou  en  divifant  par 

1%z\  = x — H — *,  &,  en  cherchant  la  valeur  de  * 

en  x par  la  méthode  de  Newton , on  trouvera  la  ferie 

t 

— 4--rs — t- — 7 — H— — &c.  Remettez  y au  lieu 

2 Io  2 1 6 y 

1 

• 7 1 ^ 

de  z dans  cette  équation,  vous  aurez  y =-xx-+--^g- 
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&,  en  faifant  le  cube  de  côté  & d’autre, 

y=z~x6-ï^x7  &c.  De  même  fi  l'equation 

1 il 

propofée  etoit  ^ = f/4/  -+•  i/xÿ  you  2/1  -+  "V  » 

K 

en  fuppofânt  %x~yy  on  auroit  %%d*.—dy,  z—y'y 

1 I 

x*  y*  = x*  « , & l’equation  deviendrait  ^7-'  = 2 a -+• 

I 1 

x1*,  &,  en  divifant  par  2a,  — 1 -*•  ~ * ,doùlon 

1 

tire  dx  = dx-+^x  dx,  &,  en  intégrant  de  côté  & 

L IL 

d’autre,  % = x-*-“  x*  ; par  confequent  / =x-*--  x*  , 

5. 

&,  en  quarrant  de  part  & d’autre  , ^ = x x - x -+* 

1 î 

— K 

9 * * 

M.  Newton  fait  a propos  de  cet  Exemple  une 
remarque  importante,  que  nous  ne  devons  pas  omet- 
tre ; c’eft  qu’on  peut  trouver  une  infinité  de  fériés  dif- 
férentes pour  exprimer  la  valeur  de  la  quantité  relati- 
ve par  la  quantité  corrélative,  8c  par  des  confiantes. 

Par 
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1 II 

Par  exemple,  dans  l'equation  = -+■  x1  y* , qu’on 

5_ 

vient  de  refoudre,  & qui  a donné  / = 1-~  x * — . 

I 

Si,  après  avoir  fiippofé  z ==/ 1 , & changé  l’equation 

1 I 

en  = i — *-  ~ x'  , ou  dz  = dx-h~  x1  dxy  on  ajoute 
une  confiante  quelconque  C après  l’intégration , on  aura 

3_ 

z = C-4-*—H  -j  x1 , intégrale  qui  rendra  en  différentiant 

I 

la  même  équation  dx  — dx-*r~;<  dx , ou  7^=1  — X 

»,  i 

x*  </x,  & on  aura  «*,  ou  / = CC-+-2C*-f--C*1 
s. 

— *-xx— t--;*1— , ferie  différente  de  la  première 
s, 

MX— ♦--**— t-~x  , 8c  qu’on  peut  varier  a l’infini,  en 

donnant  a la  confiante  C telle  valeur  qu’on  voudra. 

Cette  remarque  efl  generale,  & peut  s’appliquer  a 
toutes  les  équations  dont  il  s’agit  dans  le  Problème  II, 
Car  toutes  ces  équations  peuvent  être  reprefentées  par 

z étant  une  fuite  quelconque  de  termes  fim- 

M 
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pies,  compofés  des  deux  variables  y 8c  x,  8c  de  con- 
fiantes. Or,  fi  = on  aura  dy  — zdxy  &,  en 
intégrant  de  part  8c  d’autre,  y — S.zdx , mais  on 

peut  ajouter  une  confiante  quelconque  C,  & écrire 
y=zC— b S.  zdxy  quelque  foit  la  ferie  qui  exprima 
l’intégrale  S.  z d x , ou  la  premier  valeur  de  y . De 
plus  on  peut  prendre  pour  le  premier  terme  de  la  fe- 
rie, qui  doit  exprimer  la  valeur  de  yy  tel  nombre,  ou 
telle  quantité  confiante  qu’on  voudra,  fubftituer  enfuite 
cette  quantité , ou  ce  premier  terme  pour  y dans  tous 
les  termes  du  reflangle  vertical  ERS  P (Fig.  5.),  & 
continuer  l’operation  a l’ordinaire , pour  trouver  les 
autres  termes  de  la  ferie,  ou  de  la  valeur  de  y.  Ainfi 
dans  l’exemple , dont  nous  fommes  fervis  pour  la 
demonftration  du  Problème  IL , fi  on  prend  1 pour  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  / , & qu’on  fubfiitue  1 
pour  y dans  les  termes  —t-/,  8c  —bxy  du  reflangle 
vertical  ERS  P , on  aura  -+•/  = 1 , qu’on  écrira  a 
côté  du  terme  -+/  dans  le  reflangle  RSQF  fous  le 
terme  -H  du  reflangle  K RF  B , & on  marquera  de 
même  — t-*  pour  — bxy  a côté  de  ce  terme  dans  le 
reflangle  R S QF  fous  — 3 x . Enfuite  on  fera  la 
fournie  des  plus  bas  termes  -+• 1 — h i = 2 , on  multi- 
pliera cette  fomme  par  la  corrélative  x pour  avoir  le 
produit  2 x , qu’on  divifera  par  l’expofant  1 , & on 
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écrira  le  quotient  —bzx  dans  le  reflangle  NHDMy 
pour  le  fécond  terme  de  la  ferie  qui  doit  exprimer  la 
valeur  de  y . On  continuera  les  operations  a l’ordinai- 
re, & on  trouvera/==:  -i-x^ÔV., 

& de  cette  façon  on  peut  trouver  tant  d’autres  valeurs 
de  / qu’on  voudra , en  prenant  z , ou  3 , ou  un  autre 
nombre  quelconque , pour  le  premier  terme  ; ou  bien 
en  reprefèntant  ce  premier  terme  par  une  confiante  ar- 
bitraire a (Fig.  6.)  y qu’on  pourra  enfuite  déterminer, 
comme  on  jugera  a propos. 

Il  faut  obferver  dans  le  cas , où  la  quantité  qu’on 
veut  extraire,  eft  affeélée  d’une  dimenfion  fraêlionaire  , 
comme  dans  l’Exemples  IV. , qu’on  fera  bien  de  pren- 
dre l’unité,  ou  quelqu autre  nombre  commode  pour  le 
premier  terme  de  la  ferie;  & même  cela  devient  ne- 
ceffaire , quand , pour  avoir  la  valeur  de  cette  dimen- 
fion fraflionaire , l’on  ne  pourroit  tirer  autrement  la 
racine,  a caufe  du  ligne  négatif;  comme  auffi,  lorfqu’il 
n’y  a aucun  terme,  qu’on  puiffe  mettre  dans  le  reftan- 
gle  horifootal  K RF  B y d’où  l’on  tire  le  premier  ter- 
me de  la  ferie , ou  de  la  valeur  de  y. 

CG  CL  XI. 

Si  dans  l’equation  propofée  = la  fuite  k 
contient  quelque  terme,  qui  ait  l’une  ou  l’autre  varia- 
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ble,  ou  (a  puiifance  au  dénominateur,  il  faut  fuivant 
la  réglé  generale  (Art.  cccxlix.)  réduire  ce  terme  a 
une  ferie  infinie , en  changeant  cette  variable  en  une 
autre  jointe  a une  confiante  arbitraire  avec  le  figne 

—H  ou  — . Par  exemple,  ft  l’equation  efl  4^  = 3/ 
— — , il  faudra  réduire  les  termes  — 5c 

y xx  y 

— - en  fériés  infinies  par  la  divifion , en  changeant  la 

variable  / en  u—^b . ou  en  b—u , Sc  x en  z—4 -cf  ou  en 

c — %,  b Sc  c étant  des  confiantes  arbitraires,  8c  en 
divifant  enfuite  les  numérateurs  par  leurs  dénomina- 
teurs, pour  avoir  des  fériés  infinies  de  termes  fimples , 
dans  lefquels  les  expofans  des  variables  foient  pofitifs. 

Mais  comme  la  raifon  ^ demeure  la  même,  foit  qu’- 
on écrive  y—\-by  ou  y — b au  lieu  de  /,  Sc  x— Hc,  on 
* — c au  lieu  de  x,  puifque  la  différentielle  de  y~+by 
Sc  celle  de/  — b eft  toujours  dy , Sc  la  différentielle 
de  x-h-c,  Sc  de  x — c eft  toujours  dxy  de  même  que 
la  différentielle  de  b — y eft  — dy , Sc  celle  de  c # 

eft  — dx;  ce  qui  donnera  0n  rendra  le 

calcul  plus  fimple  en  ce  cas,  en  fe  contentant  de  fubfti- 
tuer  y z±b  , ou  b — y au  lieu  de  y,  Sc  x^±r,  on 
* au  ^eu  * dans  1 équation,  fans  employer  de 
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nouvelles  variables,  & en  opérant  enfuite  fuivant  les 

réglés  préfcrittes.  Ainfi  dans  l'equation  propofée,  fi  on 
écrit  i—/  pour  /,  & i — x pour  x,  on  aura  ~=: 

» — i-'7-Î77’  & Par  b divi'. 

lion  a l’infini  ~ i — x —hy  — ■ xy -+yy — xy1— ». 

/ — «/ÔV.,  8c  t = 4»-* 

6 x' y — 6 x2— +-  8 x5/ — 8x?  -4-  io*+/~  iok4^.;  d’où 
l’on  tirera -^7= — 3 x -4-  3 x/  — h/1  — x/2  — H/3  — x/"  ÔV. 

-4 -6*  y — <îx2— 4-8  x'’ y — 8 x*— 4-  iox*y — 10 x4  ÔV. 
Equation  déjà  refolue  (Art.  CCCLVIII. ). 

CCCLXII. 

Neantmoins  il  n’eft  pas  toujours  neceflaire  dans 
ce  cas  de  réduire  l’equation  a une  autre  forme . Par 
exemple,  fi  l’equation  propose  etoit  ‘—  — y — xx,  on 

pourrait  bien  la  réduire  a une  autre  forme  en  fubfti- 
tuant  1 —4 -y  au  lieu  de  y ; mais  il  fera  plus  court 
d’opérer  fans  cette  reduflion,  comme  on  va  le  voir. 
Après  avoir  difpofé  les  termes  de  l’equation  a l’ordi- 
naire, en  plaçant  — xx  dans  le  reclangle  horifontal 
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K RF  JB,  8c  y dans  le  reÔtangle  vertical  ERSPt 

on  prend  i pour  le  premier  terme  de  la  valeur  de  /; 

on  fubftitue  cette  valeur  i pour  / dans  le  terme  y . 

Enfui  te  on  prend  la  fomme  des  termes  les  plus  bas 
du  reètangle  KSQJB,  8c  trouvant  qu’il  n’y  a que  le 
terme  i , on  le  multiplie  par  la  corrélative  x , 8c  divi- 
fânt  le  produit  x par  l’expofant  i , on  écrit  le  quotient 
x pour  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  y dans  le  re- 
ctangle NHDM.  Pour  trouver  le  troifiemc  terme,  on 

fubftitue  i-+-x  pour  / dans  le  terme  y , c’cft  a dire, 

qu’on  divife  i par  i— t-x;  le  quotient  eft  i — x ÔV. 
On  écrit  donc  ce  quotient , ou  plutôt  a caufe  qu’on  a 
déjà  marqué  le  premier  terme  i,  on  écrit  — x a côté 

du  terme  y dans  le  reCtangle  RSQF.  On  prend  en- 

fuite  dans  le  reétangle  K SQB  la  fomme  des  termes 
les  plus  bas  après  i , 8c  ne  trouvant  que  — x,  on  en 

déduit  fuivant  la  réglé  — y x x pour  le  troifieme  ter- 
me de  la  valeur  de  /- 

Pour  trouver  le  quatrième  terme,  on  fubftitue 
i-t-x — y xx  pour  y dans  le  terme  -y  , & trouvant  ~ 

= 1— ÔV.,  ort  écrit  cette  valeur,  ou  plu- 
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tôt  fon  dernier  terme  — xx  dans  le  reflangle 
RSQF)  après  i — x,  fous  — xx.  On  prend  la  Tont- 
ine des  termes  —**-+^xx=-^**,  qu’on  multiplie 

par  x,  pour  avoir  le  produit  x? . On  divife  ce  pro- 
duit par  l’expofant  3 , & en  écrit  le  quotient  — +- 
pour  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  / . On 

peut  continuer  de  la  même  maniéré  pour  les  autres 
termes. 

Il  n’eft  pas  non  plus  neceflâire  que  les  dimenfions 
de  l’autre  variable  foient  toujours  pofitives.  Car  de 

l’equation  3-+-  2/  — ^ on  tire/  = 3x  — 7 xx 

-+îx’6‘f.  comme  on  le  voit  (Fig.  8.). 

L’equation  ~ donnera  aufli  y=z 

— fans  la  réduction  des  termes  -,  8c  y-  , en  faifant 
l’operation  comme  elle  eft  marquée  (Fig.  p.). 

Il  faut  obferver  icy  en  paffant  que,  dans  le  nom- 
bre infini  de  fériés,  qu’on  peut  trouver  pour  exprimer 
la  valeur  de  la  quantité  relative  par  la  corrélative , il 
s’en  trouve  fouvenc  qui  font  finies,  comme  dans  l’exem- 
ple precedent;  il  n’eft  pas  même  difficile  de  trouver 


■\ 
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ces  fuites  finies,  en  prenant  une  confiante  arbitraire 
pour  le  premier  terme  de  la  ferie,  8c  en  lui  donnant 
après  la  folution  quelque  valeur  convenable,  pour  ren- 
dre finie  la  ferie  entière. 

cccLxur. 

On  peut  encore,  aflez  facilement  & fans  aucune 
redu&ion  du  terme  ■— , tirer  la  valeur  de  y de  l’equa- 

tion  +•  x — • 2 x — xx,  en  fuppofant,  a la 

maniéré  des  analyfies,  qu’on  a trouvé  ce  qu’on  cher- 
che . Ainfi  après  avoir  difpofé  les  termes  de  l’equatioa 
a l’ordinaire , on  met  2 ex  pour  le  premier  terme  de 
la  valeur  de/,  prenant  ze  pour  le  coefficient  numé- 
rique qui  n’efi  pas  encore  connû . On  fubfiitue  2 e x au 

lieu  de  y dans  le  ternie  -H — — du  reélangle  vertical 

ERSP  (Fig.  10.),  on  trouve  -b~=ze  ^ qu’on  écrit 

a côté  du  terme  ~ au  premier  rang  dans  le  reftangle 

RS£)F;  on  fait  la  fomme  1— be  des  termes  les  plus 
bas  du  reélangle  KSQB;  on  la  multiplie  par  la  cor- 
relative  x,  8c  ayant  divifé  le.produit  x-t-ex  par  l’expo- 
fant  t de  x,  on  a le  quotient  x-+ex  pour  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  y . Puis  donc  qu’on  a fuppofe 

Qfi 
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ce  premier  terme  = 2 ex,  on  aura  x-+-cxz=zex,  d’où 
l’on  tire  e—i.  Donc  le  premier  terme  de  la  valeur 
réelle  de  / fera  zx.  On  fe  fert  de  même  d’un  terme  fup- 
pofé zf x x pour  reprefenter  le  fécond  terme  de  la  valeur 

de  /;  on  fubftitue  2/xx  au  lieu  de  / dans  le  terme— t- 
du  reflangle  ERS  P,  & trouvant  ~=z-¥fx,  on  écrit 

— t-fx  a côté  du  terme  & au  fécond  rang  dans 

le  reélangle  RSQF.  Enfui  te  on  prend  la  tomme 

— z x — \rf  x des  termes  correfpondans  dans  le  rettangle 
KPQJÏ-,  on  la  multiplie  par  x,  pour  avoir  le  produit 

— 2 x*— ►/**,  qu’on  divife  par  l’expofant  2,  & le 
quotient  — xï-+-^fx1  doit  être  le  fécond  terme  de 
la  valeur  de  /;  puis  donc  que  nous  avons  fuppofé  ce 
fécond  terme  =2 /**,  nous  aurons  l’equation  — x*—h 
— yV  = 2/xI,  d’où  l’on  tire /= — y.  Donc  le  fé- 
cond terme  de  la  valeur  réelle  de  / fera  — — x x , On 
trouve  de  la  même  maniéré  que  le  coefficient  fuppofé 
2 g dans  le  troifieme  terme  donne  g=z  & que  le 

troifieme  terme  de  la  valeur  réelle  de  / eft  -+•  y « 

N 
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Enfin  on  trouve  de  même  que  le  coefficient  fuppofé 

2 b du  quatrième  terme  eft  zéro;  d’où  l’on  conclue 
qu’il  n’y  a plus  d’autres  termes,  que  l’operation  fe  ter- 
mine lk,  & que  la  valeur  réelle  de  y eft  exaflement 

4 » î 

2 x xx  — i — x , 

î 5 

On  refoudra  a peu  prés  de  la  même  maniéré  l’e- 
quation  ~ = en  fuppofant  y — ex1 , le  coefficient 
e,  8c  l’expofant  n étant  des  confiantes  inconnues;  car, 


en  fubflituant  ex 
fée,  on  aura  ~~ 

> d x 


au  lieu  de  y dans  l’equatiou  propo- 

i ex"  I }>*"“'<;»  O 

■i7r» ou  dy~ — 4 — > e» 


» îfjf* 

intégrant  de  part  & d’autre, / = par  confequent 

w = — , & e indéterminé.  On  aura  donc  ^ = & 

on  pourra  donner  au  coefficient  e telle  valeur  qu’on 
voudra . 


CCCLXIV. 


On  peut  quelque  fois  commençer  l’operation  par 
la  plus  haute  puiflance  de  la  quantité  corrélative,  en 
defeendant  par  degrés  aux  puiffances  inferieures,  comme 

.dans  cette  équation  ^ ^-*-3-4-2* — ± ; 
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Car,  après  avoir  difpofé  les  termes  d’une  maniéré  con- 
traire a l’ordinaire,  en  commençant  par  le  plus  haut 
terme  2*,  comme  on  le  voit  ( Fig.  11.  ),  on  trouve- 
ra fuivant  la  méthode  xx  pour  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  y . Enfuite  pour  trouver  le  fécond  terme , 

on  fubftituera  xx  pour  / dans  le  terme  — 1-~  du  re- 

élangle  ERS  P , & on  écrira  fa  valeur  1 dans  le  re- 
élangle  R S <pF  au  fécond  rang  fous  le  terme  — 1-  3 , 
on  prendra  la  fomme  4 des  deux  termes  correfpondans 
— +•  x , & — t-  3 , on  la  multipliera  par  x , Se  ayant  di- 
vifé  le  produit  4»  par  l’expofant  t , on  aura  -+-4 je 
pour  le  fécond  terme.  On  trouvera  l’un  après  l’autre 
les  autres  termes  de  la  valeur  de  / en  fuivant  la  rè- 
gle préferitte. 


CCCLXV. 

\ 

Problème  III.  Trouver  les  intégrales  des  équa- 
tions de  la  troilieme  clafle , c’eft  a dire , de  celles  qui 
contiennent  plus  de  deux  variables  avec  leurs  premières 
différences,  & leurs  produits  quelconques. 

Solution.  i.°  Lorfque  l’equation  propofée  con- 
tient trois  variables,  fi  la  relation  de  deux  de  ces  va- 
riables elt  déterminée  par  l’etat  de  la  queflion,  on  fe 
fervira  de  cette  relation  donnée,  pour  trouver  le  rap- 
port des  différences  de  ces  deux  variables,  ce  qui  don- 
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nera  le  moyen  de  chaffer  de  l'equation  propofée  l’une 
ou  l’autre  de  ces  variables,  8c  fa  différence.  On  rédui- 
ra par  là  l'equation  de  trois  variables  a deux , & on 
la  refoudra  par  le  Problème  I.,  ou  II.  Mais  fi  la  re- 
lation de  deux  des  trois  variables  n’eil  pas  déterminée 
par  l’etat  de  la  queftion  , on  pourra  former  cette  rela- 
tion a volonté  , 8c  déduire  le  rapport  des  différences , 
pour  chaffer  enfuite  de  l’equation  propofée  une  des 
variables  avec  fa  différence,  8c  la  réduire  a une  équa- 
tion a deux  variables , qu’on  refoudra  par  les  Problè- 
mes precedents. 

2.°  Si  l’equation  propofée  contient  quatre  varia- 
bles, on  la  réduira  a une  équation  de  trois  variables 
feulement,  lorfque  la  relation  entre  deux  de  ces  va- 
riables fera  donnée  par  l'etat  de  la  queftion , 8c  on  re- 
foudra enfuite  l’equation , comme  nous  venons  de  le 
dire . Mais , fi  la  relation  entre  deux  variables  n’eft  pas 
donnée  par  l’etat  de  la  queffion,  on  pourra  choifir  cet- 
te relation  a volonté,  8c  chaffer  une  des  quatre  varia- 
bles de  1 équation,  qu’on  refoudra  enfuite  comme  dans 
le  cas  precedent . On  opérera  de  la  même  maniéré  fur 
les  équations  qui  contiendront  plus  de  quatre  variables, 
en  reduifant  celles  de  cinq  variables  a quatre,  celles  de 
fix  variables  a cinq,  8c  ainfi  des  autres. 

Soit  propofée  l'equation  a trois  variables  idx — » 
d z—bxd y = o,  dans  laquelle  la  relation  entre  deux 
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de  ces  variables  n’eft  point  déterminée.  On  formera 
donc  a volonté  une  relation  entre  deux  de  ces  varia- 
bles: par  exemple,  entre  x &/,  en  fuppofant  #=/, 
ou  x=//,  &c. , ou  bien  entre  / 8c  z,  en  fuppofant  2 y 
= u-+»6'f.  Nous  choifirons  icy  la  relation  *=://,  qui 
donnera,  en  différentiant,  dx=zzy  dy . Subllituant  donc 
zydy  pour  dxy  8c  y y pour  x dans  l’equation  propo- 
fée,  on  aura  4 ydy — d z-4-yydy  — o , d’où  l’on  tire 
• / 1 ï 

en  intégrant  zyy  — z-*-~y  ~o  , ou  2 — 2 // -+• 

4/  pour  la  relation  de  z 8c  de  /.  Et  en  écrivant  x 

L i 

pour//,&  x1  pour  /5 , on  aura  zx—h  jx1=z.  Ainfi 

dans  le  nombre  infini  de  relations , que  peuvent  avoir 
les  trois  variables  x,/,a,  nous  en  avons  trouvé  une 
qui  eft  reprefentée  par  ces  équations  x —y  y , 2 y y 

3 

, i „ 1 r 

— y —z,  8c  2 x— t-—  x ~z. 

r 7 * 

CCCLXVI. 

Remarque.  Il  nous  relie  quelques  reflexions  a 
faire  fur  l’application  des  méthodes  precedentes. 

i.°  Lorfque  l’equation  différentielle  propofée  ne 
contient  que  deux  variables  x 8c  y avec  leurs  premiè- 
res différences  dx  8c  dy  elevées  a des  puiflances  ou 
produits  d k* ydx*  (?c.)dy2 ydy' j (Fc.,  ditdy,dx~dy  , 
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(D'c.  On  fe  fervira  des  méthodes  du  fécond  Chapitre 

pour  la  réduire  a la  forme  ^ = ou  zetant 

une  fuite  finie  ou  infinie  de  termes  compofés  des  va- 
riables & de  confiantes. 

2.0  Après  avoir  réduit  l’equation  a cette  forme, 
ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , a la  forme  Ad  x -+■ 
Bdy—o,  dans  laquelle  A & B font  des  fondions  de 
* , de  y , & de  confiantes , on  cherchera  par  la  métho- 
de du  Chapitre  I.  fi  la  quantité  différentielle  Adx-+ 
Bd  y eft  exaéle;  &,  fi  elle  fe  trouve  complette,  on 
l’intégrera  par  les  méthodes  aifées  du  même  Chapitre  . 
Si  elle  n’eft  pas  complette,  on  cherchera  le  faéleur 
commun  pour  la  rendre  complette.  Mais,  fi  on  trouve 
trop  de  difficulté  dans  cette  recherche  du  faflcur  com- 
mun , on  aura  recours  aux  méthodes  des  Problèmes  I. 
& II.  du  fécond  Chapitre,  pour  trouver  au  moins  par 
approximation  la  valeur  de  / en  x,  ou  celle  de  x en 
y par  des  fériés , entre  lefquelles  on  choifira  celles  qui 
feront  les  plus  fimples , ou  qui  convergeront  le  plus 
vite. 

3.0  Quand  l’equation  différentielle  contiendra  plus 
de  deux  variables,  on  examinera  fi  on  peut  déterminer 
par  l’etat  de  la  queftion  quelque  nouvelle  relation  entre 
quelques-unes  de  ces  variables,  & alors  on  fe  fervira 
de  cette  relation  pour  chaffer  une  de  ces  variables  & 
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fa  différence  de  l’equation.  Si  on  ne  trouve  point  de 
nouvelle  relation  entre  deux  variables , on  examinera 
par  les  méthodes  du  Chapitre  I.  fi  l’equation  n’eft  pas 
iinpoffible  en  general,  comme  il  arrive  fouvent,  & alors 
on  n’en  cherchera  point  l’intégrale  generale.  Mais,  fi 
elle  eft  poffible , on  examinera  fi  elle  eft  exa&e , & 
alors  on  l’intégrera  par  les  méthodes  du  Chapitre  I.  ; 
ou  bien  on  cherchera  a la  rendre  complette  en  la  mul- 
tipliant par  un  faéteur  commun,  fi  on  peut  le  trouver; 
finon , on  aura  recours  a la  méthode  du  Problème  pre- 
cedent . Ce  Chapitre  renferme  un  Commentaire  fur  la 
méthode  elegante  que  M.  Newton  ne  fait  que  propo- 
fer  dans  fon  Traité  des  Fluxions;  8c  nous  l’avons  expli- 
quée d’autant  plus  volontiers,  qu’elle  nous  a parû  très- 
belle  , & que  nous  ne  fçavons  pas  quelle  ait  été  dé- 
montrée par  Perfonne . 
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CHAPITRE  III. 

De  la  feparatian  des  indéterminées  dans  les  équations 
différentielles , qui  ne  contiennent  que  les  premières 
différences  des  variables , ou  leurs  puiffances , 
pour  les  intégrer  enfuite  par  les  méthodes 
de  la  première  Partie. 

CCCLXVII. 

f I Outes  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre,  qui  ne  contiennent  que  deux  variables  feparées 
u & / , peuvent  fe  réduire  a cette  forme  generale 
Xd  x = fdy,  dans  laquelle  X reprefente  une  fonflion 
quelconque  de  x Gins  /;  8c  T une  fonftion  de  y Gins  x. 
En  intégrant  de  part  & d’autre  par  les  méthodes  de  la 
première  Partie , on  aura  S.Xd  x — S.Tdy , plus  ou 
moins  une  confiante  arbitraire,  ou  déterminée  par  l’e- 
tat  de  la  queftion.  Si  ces  deux  intégrales  font  des 
fondions  algébriques  de  x,  8c  de/,  l’equation  S.Xd » 
■=.$.?  d y fera  auffi  algébrique,  & fes  racines  donne- 
ront les  valeurs  de  x par  / , 8c  celles  de  y par  x.  Si 
cette  équation  n’ell  point  algébrique , on  pourra  tou- 
jours trouver  x par  y , ou  / par  x , au  moyen  des 
quadratures  des  courbes.  Car  S.Xdx  fera  l’aire  d’une 
courbe,  dont  l’abfciiïe  fera  x,  & l’ordonnée  perpendicu- 
laire 
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laire  X;  8c  de  même  S.  T cl  y fera  l’aire  d’une  autre 
courbe,  qui  aura  y pour  abfcilTe,  8c  T pour  ordonnée. 
En  fuppofant  donc  qu’on  ait  décrit  ces  deux  courbes , 
fi  on  détermine  l’abfcifTe  * dans  la  première , on  aura 
l’aire  S.  Xd  xy  qui  correfpond  a cette  abfcifle  ; 8c , en 
prenant  dans  l’autre  courbe  une  aire  égalé  a l’aire  don- 
née S.Xdx,  on  aura  l’abfciflè  /,  qui  refpond  a cette 
aire  dans  la  fécondé  courbe.  Mais  il  fera  plus  court  8c 
plus  exaél  dans  la  pratique  de  réduire  dans  ces  cas  les 
deux  intégrales  en  fériés , & d’en  faire  une  équation , 
dont  on  trouvera  les  racines  par  les  méthodes  couuues. 

CCCLXVIII. 

Si  l’equation , dont  on  veut  feparer  les  variables 

x 8c  y renferme  les  puilfances  dx2,  d x\(7c.  dy2 , d y^ , 
(7c.  des  premières  différences  de  ces  variables,  il  faudra 
la  réduire  a une  équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, ou  qui  ne  contienne  plus  que  les  fimples  différen- 
ces dx  8c  dy.  On  pourra  toujours  le  faire  par  la  mé- 
thode que  nous  avons  expliquée  au  commencement  du 
Chapitre  precedent,  en  fubflituant  une  variable  % au 

lieu  du  rapport  ou  dans  l’equation  propofée,  & 

en  cherchant  enfuite  les  racines  de  l’equation,  qui  re- 
fulte  de  cette  fubfiitution , 8c  dans  laquelle  on  confi- 
dere  a comme  l’inconnue;  par  ce  moyen  nous  redui- 

O 
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Ions  la  queftion  de  la  feparation  des  indéterminées  aux 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  qui  ne  con- 
tiennent plus  de  puiffances,  ny  de  produits  des  premiè- 
res différences  des  variables. 

CCCLXIX. 

On  n’a  point  trouvé  jufqu’a  prefent  de  méthode 
generale  pour  feparer  les  variables  dans  toutes  les  équa- 
tions différentielles,  même  du  premier  ordre;  mais 
lorfqu’on  fe  propofe  d’intégrer  une  équation  de  cette 
forte,  & qu’on  ne  trouve  point  de  moyens  pour  en  fe- 
parer les  indéterminées,  ou  que  les  méthodes,  dont  on 
pourroit  fe  fervir,  font  trop  difficiles,  ou  trop  longues 
dans  la  pratique,  on  peut  toujours  avoir  recours  aux 
méthodes,  que  nous  avons  expliquées  dans  les  Chapi- 
tres precedents  pour  intégrer , làns  feparer  les  variables 
avant  l’intégration.  Il  eft  même  remarquable  que  la 
méthode  de  M.  Newton  eft  generale,  pour  les  feparer 
par  l’intégration  même,  & pour  trouver  en  même 
tems  les  valeurs  d’une  variable  par  l’autre  exactement, 
ou  du  moins  par  approximation.  De  plus  en  prenant 
bien  l’efprit  de  cette  méthode,  on  pourroit  l’appliquer 
aux  équations , dans  lefquelles  les  variables  ont  des  ex- 

polàns  en  lettres,  comme  celles-cy,  d/=zaxm  d *-+• 

byx  dx\dy=ia*m  d*-+byxKn  dx\  &c.y  parmi  lefqueh 
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les  il  s’en  trouve , dont  les  variables  n’ont  jamais  pù 
être  feparées:  nous  en  parlerons  dans  la  fuite. 

CCCLXX. 

Les  principaux  moyens  dont  on  fe  fert  pour  la 
feparation  des  variables,  font  les  réglés  ordinaires  de 
l’Algebre , & les  transformations , furtout  celles  qui  fe 
font  par  la  fubftitution  de  variables  avec  des  expofans 
& des  coefficiens  indéterminés,  qu’on  détermine  enfuite 
par  les  conditions  qu’il  faut  remplir  pour  la  feparation 
qu’on  cherche . Ces  moyens  fe  prefentent  quelque  fois , 
comme  d’eux  mêmes.  Par  exemple  on  voit  facilement 

que  les  variables  fe  feparent  dans  l’equation  — ï— ±1_  — 


— ÙLl — , par  la  fimple  multiplication , qui  donne 

xmdx(f— t-gx*)*  =yt>dy  (a-+  by")*  . Dans  l’equation 
Kmdx(a-¥bf)*  ==./ dy(f->rgx,)\  par  la  fimple  di- 
vifion,  qui  donne  = dans  l’equation 

S dx'-t-axydxdy  — b dy1  , en  ajoutant  de  part  & 
d’autre  ~ aayydy1 , pour  avoir  xdxl->raxydxdy-¥ 

■—  att y y d y*  y2  d y , &,  en  tirant  la  racine 
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T 

quarrée,  »dx-+  — ay dy=zdy\^a'1  dans  l’e- 

quation  adx—ydy — xd/y  en  fuppofant  y — x = z, 
ou  /=*— t-z;  ce  qui  donne  d y — dx-¥dzy  &,  par  la 
fubftitution , adx=.zdz-¥zdxy  d’où  l’on  tire  r.dx  — 

%d x~zdzy  8c  dx—  ~~z  dans  l’equation  aadx=z 

(x—yy)*dy  , en  fuppofant  x-t -y—Zy  d’où  l’on  tire 
dx=zdz — dyy  8c y par  fubftitution,  aadz — aadya=^ 

»'<//,  ou  aadz  — (aa-+zz)dy , & enfin  —dy . 

CCCLXXI. 

Les  moyens  de  feparation  dépendent  fort  fouvent 
de  l’ufage,  8c  de  l’adreffe  du  Calculateur.  Il  n’eft  pas 
toujours  facile  de  les  trouver,  lors  même  qu’ils  font 
poflibles;  8c  il  y a des  équations,  qui  paroîflént  aflez 
fimples  & qui  font  célébrés,  par  ce  qu’on  n’a  pu  jufqu’a 
prefent  en  feparer  les  indéterminées  par  une  méthode 

generale:  telle  eft  celle-cy  dy=.axmdx-trby'lxndx, 

qui  eft  connue  fous  le  nom  d 'Equation  du  Comte  Rtc- 
cari.  Il  ne  nous  refte  donc  qu’a  expliquer  les  métho- 
des, qui  ont  le  plus  d’etendüe,  quoiqu’elles  ne  foient 
pas  abfolument  generales.  Nous  commencerons  par  la 
feparation  des  indéterminées  dans  les  équations  homo- 
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genes,  c'eft  a dire,  dans  lefquelles  la  fomme  des  di- 
menfions  des  variables  *,/,  x,  &c.  eft  la  même  dans 
chacun  des  termes  de  l’equation,  foit  que  ces  variables 
foient  mêlées,  foie  quelles  foient  leparées;  telles  font 
les  équations  x1  dy y*  d x=zb  xy  dy  — \-czldx  — h 

- LL  _ 

fzydz  ; a x*  y d x -+-/1  x d x = x*  dy\  dx^xx-^-yy 

_____  X I 

—4 -dylf  ay*  -+f xy  z=zx  dy  -4-  byx  x1  d x. 

CCCLXXII. 

Problème  I.  Séparer  les  indéterminées  dans  les 
équations  homogènes  a deux  variables  x Se  y. 

Solution.  Toutes  ces  équations  fe  reduifent  a 
la  forme  Adx-^Bdy  — o , dans  laquelle  Ay  B rc- 
prefentent  des  fonctions  homogènes  de  x,  & de  /,  c’eft 
a dire,  des  fondions,  dans  lefquelles  la  fomme  des  di- 
menfions  de  x,  & de  y eft  la  même.  Soit  la  fomme 
de  ces  dimenfions  reprefentée  par»,  & foit  fait  /=»*, 
ou  ï-  — u\  il  eft  clair  que  les  fondions  A,  B fe  ré- 
duiront a cette  forme  A—x”V , & B~xnV , les  ex- 
preffions  V , V defignant  des  fondions  de  u feulement , 
ou  de  ~ . Car  puifque  A,  B font  des  fondions  homogènes 
de  la  dimenfion  »,  & V,  V des  fondions  de  u feulement, 
ou  de  dL  • il  eft  évident  que  V , V doivent  être  des 
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fonctions  de  dimenfion  nulle,  c’eft  a dire , dans  lcfquel- 
les  / & x ayent  le  même  nombre  de  dimenlions  au 
numérateur,  & au  dénominateur.  Cela  étant  pofé,  on 
aura  x Vd x-¥xn  Vdy  — o y en  fubftituant  au  lieu  de 
A y & B leurs  valeurs  refpectives  *”  Vy  xn  V , & en  di- 
vilànt  par  x”,  on  aura  Vd x-+-Vdy  — o , mais  dx=: 

: donc  Vudy-V>du  -+Vdy=Z0y  8cVudy  — 

Vydu—^u1  Vdy — o , & par  confequent  Vudy-^-u1  Vdy 

z=zVydu*  d’où  l’on  tire  — — — — . Or  Vy  V 

ne  renferment  d’autre  variable  que  u.  Donc  les  varia- 
bles font  feparées  generalement  dans  ces  fortes  d’équa- 
tions . 

On  voit  bien  que  V , V étant  des  fondions  de  » 
feulement,  on  pourroit  faire  y~u  x , au  lieu  de 
yz=uxy  la  feparation  des  variables  fe  feroit  de  la  mé- 

. • , dr nVu*  'du  T, 

me  manière,  on  auroit  alors  — = . Il 

eft  clair  qu’on  pourroit  aulfi  au  lieu  de  u prendre  une 
fonction  quelconque  de  x;  par  exemple  ^ aa-+uu ; ce 
qui  rend  quelque  fois  la  feparation  plus  commode,  fur- 
tout  dans  les  différentielles  qui  renferment  des  radi- 
caux; il  faut  dans  ces  cas  faire  le  choix  des  expolàns 
ou  des  fondions , qui  rendent  la  transformation  plus 
fimple. 
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Exemple  I.  Soit  l’equation  fidx-+y1x dy-*r 
bx*  dy  — o , on  aura  en  comparant  avec  la  forme 
Ad  x—*-  B d y = o > A—y\  B~ytx-+bx\  « 3 , 

8c  par  confequent  A=,  x*  F,  & B — x5  P"  ; d’où  l’on 
tire  V—— , & par  confequent  F=  , 

V=z  y *’***■  = * or,  a caufe  de  — = x,  on 


aura  V=u  ^ 8c  Vzzzu1  -+b , lefquelles  valeurs,  étant 
fubftituées  dans  l’equation  — — r=  — , donnent 
<r 


u d H 


4 =- f*,  & en  intégrant  L.y  = ~L.(zui-i-b) 

1 

-4-I.C,  & / = C(2«*-^^);’,Ou/  = C4(2»I-4-^), 
& , en  remettant  pour  m fa  valeur  — , on  aura  enfin 

'4=c4('7-+0' 

Exemple  II.  Soit  l’equation  différentielle  ^xd/ 


-¥dxl/ x x -+yy  = 0 , dans  laquelle  les  variables  n’ont 
qu’une  dimenfion.  En  feifant  x=/  l/uu— -7,  on  aura 
dx—dy^uu—  i-+7^=== 7== ; donc 


SVu—\ 


l’equation  axdy-¥dx  ^ x x-\- y y — 0 fe  change  en  cette 
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. ./ . f‘M*«  — \)-¥)/udu]t/xx  -+yy 

autre  aydyv  uu — I —H1 ~o  . 

Vu» — i 

Mais  V k x —¥yy  =r / « , a caufe  de  K—y  Vuu — i; 

donc  l’equation  fe  réduit  a celle-cy,  — — t 

1 y «î-+a  « u — u — a 

— o,  différentielle  rationelle  qu’on  intégrera  par  les 
méthodes  du  Chapitre  IV.  de  la  première  Partie  ; en  la 
reduifant  aux  différentielles  logarithmiques,  & multi- 

pliant  par  zaa — 2,  on  aura  — - — dy-*r--  — 

— ' ^ - -+  = 0 , dont  l’intégrale  eft  ( z a a 

2 ) L.  y — t-  2 n a JL.  ( k —+■  <ï  ) — ~ ( <7  -+  1 ) L.  ( u — +■ 1 ) — f* 
( a — 1 ) L.  ( u 1 ) =£.  C,  ou  bien  yz  * a~  2 X(“— •* 
a 1 X(» — i )a— 1 =C,  &,  en  fub- 


ftituant  b valeur  de  u , on  aura  y7 
Vx 

* y y ~+  “y' 


x 


( 


0‘"x( 


* « — >•/ y-^ry^ 


— -)  *=C.  Si  on  obferve  dans  cette  équa- 

tion que  le  faéleur  ÿla«  — ‘l  du  premier  membre  a 
pour  expofànt  200 — 2,  8c  que  dans  les  autres  fafleurs 
la  quantité  y qui  fè  trouve  au  dénominateur  eft  elevée 
aux  expofans  20/7, — 0 — 1,  & 0 — 1 refpeéiivement 
dont  la  Tomme  2=2  00  — 2 , on  voit  qu’en  divifant 

l’equation 
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l'equation  fe  réduit  a celle-cy  *-*-yy-*-<tyy*‘X 

i}/xx-\-yy  -*-y  ) 4 1 X )a~~'  = C, 

ou  x 

v y y y/  '' 

(ÿx  x — t-  y y -—y  )“  1 — C,  ou  (I^x  x ay'ÿ*  4 


X*ta  *X  ( t/xx-+yy  -4-/)  14  = C,  ou  enfin 


xx—*-yy  -+ay)aa  X x4  1 X (^x  * — )"~4 

X 

= cT . 

Nous  nous  femmes  arréttés  fur  cette  équation , 
laquelle,  quoique  fimple  en  apparence,  ne  laiffe  pas  que 
de  demander  des  calculs  affez  longs . La  fubftitution 
de  * —y  l^uu  — 1 a délivré  tout  d’un  coup  cette  equa*. 
tion  de  radicaux,  au  lieu  qu’en  faifànt  x=/«,  on  au* 

roit  eû  la  différentielle  irrationelle  — -4-  —1  w*/“',<  ■— 

? *u~+Hyuu—\-l 


Exemple  III.  Soit  la  différentielle 

a Vry1dy1  — zyxdxdy-+y1dx1  —yxdy — y~dx  qui  pa- 
roi t compliquée,  mais  dans  laquelle  il  fera  facile  de 
feparer  les  variables  par  la  fimple  fubftitution  de  x = 

» y , de  laquelle  on  tire  a — -■ — —y  J»  & 

v'df  — Sdf-t.fdu* 

P 
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a1  à y1  — — a1  u1  dy1  — +-  a1  y1  d u1  =zzy*  d u1  • donc^4  du1  — 

a1y1du1—a1dy1 — a*  u*  dy1 , & par  l’extradion  des 

racines  — d " ■ = — -=—=■>  équation  dans  laquelle  les 
✓1  — «» 

variables  font  feparées,  & que  nous  avons  intégrée  dans 
la  première  Partie  Chap.  II. 

CCCLXXIII. 

Problème  II.  Intégrer  les  équations  différentiel- 
les homogènes,  a trois  8c  tant  de  variables  qu’on  vou- 
dra, lorfque  ces  équations  ne  renferment  point  de  con- 
fiantes . 

Solution.  Soit  Ad #-+• Bdy-+C dz—o  l’equa- 
tion  a intégrer , dans  laquelle  A^B^C  font  des  fon- 
dions homogènes  des  variables  x,y,z  fans  confiantes. 
Nous  ne  lui  donnons  que  trois  variables,  par  ce  que 
celles  qui  en  ont  un  plus  grand  nombre  ne  demandent 
pas  d’autres  calculs.  On  s’affùrera  d’abord  par  les  réglés 
du  premier  Chapitre,  que  l’equation  efl  poffible;  car, 
fi  elle  fe  trouvoit  abfurde , il  faudroit  l’abandonner . 
Enfuite  on  fera  / = x«,  & z — xt , 8c  on  fubflitue- 
ra  ces  valeurs  de  y 8c  de  z dans  toute  l’equation.  Il 
efl  évident , qu’en  fubflituant  * u pour  y , 8c  xr  pour 
z dans  la  fon&ion  A , qui  renferme  des  #,  des  y,  8c 
des  z fans  confiantes,  cette  fonflion  fe  changera  en  une 
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autre,  qui  fera  compofée  de  * elevée  a une  puiflànce 
du  degré  de  la  fonélion  A & multipliée  par  une  fon- 
élion de  « 8c  de  t : de  même  la  fonélion  By  qu’on  fup- 
pofe  de  la  même  dimenfion  que  la  fonction  A , fe  chan- 
gera en  une  autre  fonélion  compofée  de  la  même  puif- 
fànce  de  x , multipliée  par  une  autre  fonélion  de  u , 8c 
de  t y 8c  ainfi  de  la  fonélion  C.  Suppofant  donc  que  m 
reprefente  le  degré  des  fondions  Ay  B,  C,  & que 
FyG , H foient  des  fonélions  différentes  de  « & de  t: 
fubflituons  xm  F pour  Ay  xm  G pour  B , 8c  xm  H pour 
C;  mettons  auifi  pour  dj>  fa  valeur  xdu-t-udxy  8c 
pour  dzy  fa  valeur  xd t—btd xy  ilefl  évident  qu’on 

aura  la  transformée  fuivante  xmdx(F—k-Gu-t-Hr)-*- 
x""*1  Gdu-bx”1*1  Hdt  = Oy  ou,  en  divifant  tous  les 
termes  par  * , Or  dans  le- 

quation  mife  fous  cette  forme  il  efl  clair,  que  les  x 
font  feparécs  des  u 8c  des  t fins  #,  puifque  les  fondions 
JF,  G,  H ne  contiennent  que  des  «,  8c  des  t fans  x.  L’intégrale 

de  cette  équation  fera  donc  L.x—*-S.  galéea 

une  confiante  ; & puifqu’on  fuppofe  qu’on  a reconnû  d’a- 
bord que  l'equation  propofée  etoit  intégrable , & que  nous 
venons  de  voir  que  fon  intégrale  efl  toujours  L.x— 4* 
S.  d HrT¥~--~~  y il  faut  neceffairement  que  la  différentielle 

/4'c  -1~  t G>it  complette.  On  trouvera  donc  fon  inté- 
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grale  par  les  Problèmes  du  Chapitre  I.,  & l’ayant  ajou- 
tée au  logarithme  hyperbolique  de  x,  on  aura  l’inté- 
grale cherchée. 

CCCLXXIV. 

Corollaire  I.  De  ce  que  l’equation  Adx-b 
Bdy-¥Cdx  = o sert  changée  en 
qui  efl  une  différentielle  complette,  on  peut  tirer  tout 
de  fuite  le  faéfeur  M,  par  lequel  il  auroit  fallu  multi- 
plier tous  fes  termes  pour  l’intégrer  fans  la  feparation 
des  indéterminées.  Car  il  efl  aifé  de  voir  que  Adx 
-¥Bdy-¥Cdx  n’eft  deveniie  cette  même  différentielle 
complette,  qu’en  divifant  tous  les  termes  par  xm-fIX 
(F— t-G«-+-Hr) , ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 
xA-hyB-hzC;  puifque  xm~hl  F — xA,  x”~i'lGu 
— xmGux  = Bux  = By  , & xm~+  1 Ht  = xmHrx-=z 

C t x~C  z.  Donc  d eft  une  différen- 

tielle  complette;  par  confequent  c etoit  le 

faéleur  M cherché,  qui  avoit  dtfparù  par  l’égalité  a zéro, 
3c,  qui  étant  rétabli,  rend  la  différentielle  complette. 

CCCLXXV. 

Corollaire  II.  On  peut  déduire  de  là  aifé* 
ment  le  beau  Theoreme  de  M.  Fontaine  fçavoir,  que, 
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fi  Adx-+Bdy-+Cdz  eft  une  différentielle  homogène 

fans  confiantes,  & telle  que  m foit  le  degré  des  fon- 
dions A,  B , C,  l’intégrale  de  cette  différentielle  fera 
A * C ••  Pour  le  démontrer,  reprenons  la  quan- 

tité xmdx(F-\-Gu-+H  t)-+xm~+l  Gdu-+xm~+l  Hd  t ,‘ 
qui  eft  ce  que  devient  Adx-\-Bdy-¥Cdx^  en  fai- 
fant  y=.xu,  8c  x~xft  il  eft  aifé  de  voir  que,  fi 
cette  quantité  eft  intégrable,  fon  intégrale  ne  peut  être 
autre  chofe,  que  — — - (F-+G  u-+Hr) , que  l’on  a 

en  intégrant  le  premier  nombre  xmdx(F-*-Gu-+Hr)i 
x feule  variant,  & qu’il  ne  faut  lui  ajouter  aucune 
fondion  de  u 8c  de  /;  puifque,  fi  l’on  en  ajoutoit  une, 
* lorfquon  la  différent ieroit  enfuite,  ce  qui  en  viendroit 
ne  ferait  point  multiplié  par  xmH’1,  comme  le  font 
les  termes  xm~i'IGdu , 8c  xm~¥lFldt.  Cela  pofé , 
remettons  dans  — • #”“*'  1 ( F— \-G  u-^r  Ht)  la  fra- 
dion  pour  «,  la  fradion  y pour  r,  A pour  xmF) 
B pour  xm G , & C pour  xm H , 8c  nous  aurons 
— C~  pour  l’intégrale  de  Adx-hBdy-bCz. 


Digitized  by  Google 


Elemens  du  Calcul  Inte'gral 


i i 8 


CCCLXXVI. 

Corollaire  III.  Puifque  Adx-+Bdy-*-Cd * 
&e.  étant  des  fondions  homogènes,  comme  dans  le 
Corollaire  precedent , on  a toujours  l’intégrale 
A - > il  s’enfuit  que,  pour  avoir  l’intégrale 
de  ces  fortes  de  différentielles,  il  fuffit  de  fubftituer  a 
la  place  de  dx , dy , dz  ÔV.  leurs  variables  refpeéti- 
ves , & divifer  ce  qui  en  provient  par  le  nombre  qui 
exprime  le  degré  de  dimenfion  de  cette  fonflion  ainfi 
réduite.  Suppofons  que  V foit  une  fonélion  homogène 
de  x y y y z , enforte  que  d P=.Adx -^Bdy-^-C dz  , 

on  aura  toujours  y en  fuppofànt  que 

n foit  la  dimenfion  homogène  de  cette  fonftion . Il 
eft:  évident  que  le  nombre  n eft  égal  a m— hi,  puifque 
par  la  fubftitution  des  variables  a la  place  de  leurs  dif- 
férentielles, le  degré  de  dimenfion  doit  croître  d’une 
unité.  Nous  éclaircirons  ce  Corollaire  par  quelques 
exemples . 

i.°  Soit  dV=z 

» yJ  dy — lyyxdy-k-iyxxdx — t dx-j-  yi  d x — x1  d y # ^ ^ 

(/  — *)*  ’ 

ftituant  * pour  dxy  & y pour  dy , on  aura,  en  divi- 
fànt  par  2 , degré  de  la  dimenfion  homogène 

iy* — — ix4  , f1  - pr 

* (/-*)*  ~ ~ * 
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2.0  Soit  d V=.  —■  v lt— - - * , on  aura,  en  fai- 

iânt  les  mêmes  fubftitutions , ~~4  > ~ï*x*  = n V,  &,  en 
divifant  par  »,  qui  dans  ce  cas  devient  — 4,  on  aura 

0/-+**)* 


O r.  » J Tr  J T V-¥*  . 2*x(rdt *</>). 

2.  Soit  dV=zixdxL.~ 1 —, 

3 y X J»Jr 1>  » 

on  aura,  en  fubftituant,  & en  divifant  par  2 degré  de 


la  dimenfion  V~xxL.  - 

y — x 


Ou  voit  par  ces  Exemples , qu’on  pourra  intégrer 
facilement  par  cette  voie  toutes  les  différentielles  de 
cette  forme  , 8c  d’un  nombre  quelconque  de  variables  ; 
ce  qui  deviendrait  fouvent  trè-penible  par  d’autres  mé- 
thodes. 

Il  eft  évident , que  les  deux  Corollaires  precedens 
fubfifteront , en  fuppofant  un  nombre  quelconque  de 
fondions  B , C,  (Jc.  — o,  8c  par  confequent  fuppofant 
que  V foit  une  fonélion  homogène  de  la  feule  variable 
x.  On  aurait  dans  ce  cas  V=axn , 8c  en  différentiant 
dVz=znax~l  dx\  on  aurait,  fubftituant  * a la  place 
de  dx , & divifant  par  »,  l’intégrale  precedente  ax  . 


t 
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Problème  III.  Rendre  homogène  l’equation  ge- 
nerale de  fon  degré  (x-+ay)dx-+(bx-+cy—\rf)dy=o, 
pour  l’intégrer  par  la  feparation  des  indéterminées. 

Solution.  i.°  Si  les  coefficiens  a & b etoient 
les  mêmes  8c  avec  les  mêmes  lignes  dans  cette  équa- 
tion, on  n’auroit  pas  befoin  de  feparer  les  indétermi- 
nées pour  l’intégrer,  puifqu’alors  xdxz±a(ydx-+xdy) 

— +-  c y d y — h f dy  — o , 8c  fon  intégrale  x x — t-  a x y -4- 

7 cyy y — ^ confiante. 

2.  ° Si  le  terme  f etoit  nul , l’equation  ferait  ho- 
mogène, & on  auroit  ce  qu’on  cherche. 

3.  ° Si  f n’efi  point  zéro,  ny  a— b,  ny  de  mê- 
me figne,  on  fuppofera  x=z-+-p,  & y—u-+q;  z & 
« étant  deux  nouvelles  variables,  8c  p,q  deux  confian- 
tes indéterminées,  ou  arbitraires;  d’où  l’on  tirera  dx  = 
dz,  8c  dy=duy  8c  fubflituant  ces  valeurs  dans  l’equa- 
tion  propofée,  on  la  changera  en  ( z-¥au-+p-*-a  q)dz 
-+•(£ z-hcu-l-bp—irc q-+f) du  — o.  Or  cette  transfor- 
mée feroit  homogène,  fi  les  termes  de  quantités  con- 
fiantes p-t-aq,  8c  bp-\rcq-*-f  etoient  égaux  a zéro, 
puifqu’alors  l’equation  deviendrait  (z— \~au)dx— t-(bz 
— hck)  d w =c . Il  faut  donc  fuppofer  p — a q — o,  8c 

bp-+ 
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r 

bp-¥c q-*rf~o\  d’où  l’on  tire  p ~ — & <7  =: 
-y_-  ; par  confequent  x = z — 71 L"  > & / = »-+ 

•a/—c'  Donc,  fi  l’on  fubflitue  ces  valeurs  dans  l’equa- 

tion  propose  , on  la  réduira  a l’equation  homogène 
( z— *-au)  d z.  -+•(  bz  — i-cu)  du~o  . Enfuite  on  fepa- 
rera  les  indéterminées  dans  cette  équation  par  le 
Problème  I.  en  faifant  z = «r,  & dz=zuds-+- 
sdu ; ce  qui  donnera,  par  fubflitution , & en  divifant 
par  «,  l’equation  (s-+a)  ud s —*-(ss—¥  as  -+  b s —+c ) d u 

ou  Ion  aura  — ^ —77=77777  ~ 0 en  m* 
tégrant , L.U-+-S.  — ^~YY'  1 = C.  confiante. 

0 1 s s — a s —4*  b s —f"  c 

Il  faut  remarquer  que,  fi  dans  l’equation  propofée 

on  avoit  ab—c , les  confiantes  p~ — 77777  ■>  Sc  <7  — 

—r~ — feroient  infinies,  & la  méthode  dont  nous  nous 

fommes  fervis , ne  feroit  rien  connoitre . Mais,  fi  dans  ce 
cas  on  fubflitue  b a au  lieu  de  c dans  l’equation,  elle  devient 
{x-¥ay)dx-k-(bx-¥bay—*rf)dy=zo,  ou  (x-+ay)dx 
- *-{x->ray)bdy-¥fdy  — o j fuppofant  maintenant 
x-+ay  — t , on  aura  x=zt — -ay  , dx  — dt  — ady  , 
(x—hay)d  x — rdt — atdy  , (x-+ay)bdyz=btdy1 
8c  l’equation  entière  fera  t dt  — at  d y -y-bt  d y -y 

Q. 
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f J y = o , ou  ~b  -+d/  — o,  équation  dans  la- 

quelle les  indéterminées  font  feparées. 

CCCLXXV III. 

Si  on  vouloit  intégrer  l’equation  homogène  prece- 
dente (z  — \-au)dz— z-+-c u) d u—o  fans  feparer 
les  indéterminées,  on  trouvera  aifément  le  fafleur  qui 
rendra  cette  différentielle  complette.  Il  ne  faudra  pour 
cela  qu’avoir  recours  au  Corollaire  I.  du  Problème  II. 
(Art.  ccclxxiv. ) , où  nous  avons  démontré  que  le 
fafleur  dans  les  différentielles  homogènes  etoit  généra- 
lement & Par  confe<luent  à*™  Ie  ca* 

prefent , = Ax_+By  — z^z_Jt,au)_i.H-<bz_¥cu)  & en 

fubftituant  a la  place  de  k,  z,  & de  leurs  différentiel- 
les, leurs  valeurs  refpeflives,  on  retrouvera  la  même 
différentielle,  dans  laquelle  nous  avons  déterminé  le  fa- 
fleur  par  une  méthode  plus  longue  (Art.  cccxLlir.). 

On  pourrait  trouver,  fi  on  vouloit,  d’autres  fa- 
fleurs  (Art.  cccxlviii.);  & il  ne  faut  pas  omettre 
que  cela  eft  quelquefois  neceffaire  : par  exemple , fi 
Ax-'rBy—Oy  comme  il  arrive  dans  l’equation  ydx 

— *dy  = o . Le  fafleur  feroir  xjlx,~  l & P« 

confequent  il  faudrait  divifer  la  différentielle  par  o .#/,  c’elt 
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a dire,  par  zéro;  mais  puifqu’on  peut  prendre  un  multiple 
quelconque  de  ce  divifeur  ( par  l’endroit  cité)  on  prendra 

x° y1  , & la  différentielle  complette  fera  ?a  ^ 

dont  l’intégrale  eft  — . Si  on  vouloit  prendre  le  mul- 


tiplicateur — , on  auroit  alors 


tdx — xdy dx  dy 


dont  l’intégrale  eft  JL* — L./  — L. 


CCCLXX IX. 


Si  dans  la  différentielle  du  Problème  precedent  oa 
ajoutoit  un  coefficient,  qui  ne  fût  point  affeété  de  va- 
riables, pour  lui  donner  cette  autre  forme  (g-+cx~ 4- 
a y)dx-Jt-{b x— Hr /—*-f)d y — 0 , en  fuppofant  de  mê- 
me que  dans  cette  folution,  *=z-4 -p,  & /=k  — + 
On  auroit  l’equation  (g-*-ep-*-aq—i-ez—*-au)dz—** 
(f-t-bp-t-c  q—t-bz—*-cu)du=oy  dans  laquelle  failànt 
g-¥ep—*raq  — o,&(f-*rbp—>rc(]—o,  on  aura  la  transfor- 
mée homogène  (ez  — ^au)dz—\r{bz^ y-cu)d  «=o,dont  le 

faéleur  = * — . On  pourra  donc  de  mé- 

\rb)zu— \-c  y h i 

me  intégrer  cette  différentielle  par  la  feparation  des  in- 
déterminées, ou,  fans  les  feparer,  en  multipliant  parle 
faéleur  ; mais  nous  avons  déjà  intégré  ailleurs  cette  dif- 
férentielle. 
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Problème  IV.  Trouver  les  conditions  que  doi- 
vent avoir  les  expofans  des  variables  dans  les  équations 
différentielles  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  a deux 
variables  feulement,  pour  qu’on  puiffe  les  rendre  ho- 
mogènes, & les  intégrer  enfuite  par  la  feparation  des 
indéterminées . 

Solution.  i.°  Lorfque  les  équations  n’ont  que 
trois  termes,  on  peut  toujours  les  reprefenter  par  cette 

formule  generale  ay" x" dx—>rb y1 ^ dx-^-c x y d y — o , 
les  expofans  des  variables  étant  des  nombres  quelcon- 
ques ou  zéro.  Suppofant  d’abord  que  la  fomme  des 
expofans  n’eft  pas  la  même  dans  chaque  terme,  puifqu’- 

alors  l’equation  feroit  homogène,  on  fera  y = z*,  z e- 
tant  une  nouvelle  variable,  & l’cxpofant  tt  une  con- 
fiante arbitrarie.  On  aura  dy=.-7rz  1 du,  y"=zxn  , 
= & par  fubflitution  az*xmdx—>r 

bz  ‘-x^dx— hex  ‘ '~I  */%  — o.  Or  pour  rendre 

cette  équation  homogène , il  faut  que  la  fomme  des 
expofans  foit  la  même  dans  chaque  terme.  On  aura 
donc  ces  deux  égalités,  -n  n—\-m^=.-TT  q— p =z r -+■ -rr $ 

-+•  -n-  — x . On  tire  de  la  première  -n  — ~~m  & fubfli- 
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tuant  dans  la  fécondé  cette  valeur  au  lieu  de  77,  on 
trouve  (i  — q-\-i)(p — m)=z(p  — r 1 ) ( » — q ), 
équation  qui  exprime  la  condition  que  doivent  avoir 
les  expofans  de  la  propofée,  pour  qu’on  puiffe  la  rendre 

homogène  par  la  fubflitution  de  %”~q  au  lieu  de  /. 

Neantmoins  cette  fubflitution  eft  impofïible  , lorf- 
que  p=m,  ou  n — qi  mais  alors  on  pourra  feparer  tout 
d’un  coup  les  indéterminées  dans  l’equatiou  propofée; 

car  fi  p — m , elle  devient  xm~~r  dx-\ — — r>y ~ 0 , & 

fi  n=q , elle  devient  a xm  T d x— rdx — c/~~"dy 
= 0 . 

2.0  Lorfque  les  équations  font  compofées  de  qua- 
tre termes,  ou  peut  toujours  les  reprefenter  par  cette 

formule  generele  a y”  x' d x-¥b  yq  x d x—\~c  xT ÿ d y — 4- 

fx'yrdy—o.  On  fuppofera  encore  y = z*i  & on 

trouvera  par  fubflitution  azrn  xn‘ d x-+b  zT qx!>  d x -+■ 

cttx  z dz—*-fTrxz  *dzz=:o,  on  aura 

donc  les  trois  équations  fuivantes  entre  les  fommes  des 
expofans  un  — *-m=.uq  — i-p  — r — \-us  — 4-77 — 1 =/-+■ 
77  r- -h 7r — x.  La  première  équation  77 n-*rnv=z.u q-+p 

donne  77  = ^-^;  la  fécondé  équation  uq-t-p  — r-*- 
77  s —4*  77  — 1 , après  avoir  fubflitué  la  valeur  de  77, 
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qu’on  vient  de  trouver,  & avoir  réduit  le  tout,  donne 
(/> — — q)  — Çs — ÿ-+-i)( p — m),  pour  la 

première  condition  des  expofans . La  troifieme  équation 
■n  q-+-  p = t -+  Tr-r— +-7J- — i,  après  la  fubftitution  de 
la  valeur  de  -n  & la  réduction  donne  (p — t— hi)X 
(«  — q)  — (r  — q -+•  i^ip — m)  pour  la  fécondé  con- 
dition des  expofans  ; & s’ils  ont  ces  deux  conditions , 
l’equation  de  quatre  termes  propofée  deviendra  homoge- 

p—m 

ne  par  la  fubftitution  de  zm~ 1 au  lieu  de  y . 

3.  ° On  voit  facilement  qu’on  trouvera  de  la 
même  manière,  que  les  expofans  doivent  avoir  trois: 
conditions  pour  les  équations  de  cinq  termes,  quatre 
conditions  pour  les  équations  de  fix  termes , & ainfl 
de  fuite . C.  F.  T* 

CCCLXXXI. 

On  peut  fe  fervir  de  ce  Problème  pour  examiner 
fi  les  expofans  des  deux  variables  dans  une  équation 
propofée  ont  les  conditions  requifés  pour  qu’on  puilfe 
rendre  cette  équation  homogène,  en  fuppofant  une  de 

fes  variables  yy  ou  x,  égalé  a z*,  z étant  une  nouvel- 
le variable  avec  fon  expofant  arbitraire  ir . On  n’a 
pour  cela  qu’a  comparer  l’equation  propofée  avec  la 
formule  generale  qui  luy  convient,  déterminer  les  ex- 
pofans de  la  formule  generale  par  ceux  qui  leur  repon- 
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dent  dans  la  propofée,  & fubftituer  enfui  te  leurs  va- 
leurs dans  les  équations  de  condition , que  fournit  le 
Problème.  Si  ces  équations  de  condition  fe  vérifient, 
on  pourra  rendre  l’equation  propofée  homogène  par  la 
fubftitution  de  z%  & on  aura  la  valeur  de  l’expofant 
t.  Si  on  propofoit , par  exemple,  l’equation  de  trois 

I I 

termes  4/ J *’</*-+•  ly'dx — bx'  dy=zio>  on  la  com- 
parerait avec  la  formule  generale  de  trois  termes 
xyn xm  dx-^by1 * * * * &  xf  dx—\-cxTy’ dy~o^  8c  on  trouverait 

» = 3,  »ï  = -i,^  = 2,p=o,r  = -j  , ï=o;  en  fuhfti- 

tuant  ces  valeurs  dans  l’equation  de  condition  (s — q 
—¥i)(p  — m)  = (p — r—t-i)(»  — q)y  on  trouverait 

l’égalité  ( 0 — 2-+  1)  (0  — ^)  = (o  — ^-4-1)  (3—  2), 

ou  —1  X — !•  On  en  conclurait  donc 

que  l’equation  propofée  peut  être  rendue  homogène  en 

0—  1 

fuppofant  y = xwi  & = = ; par 

I 

confequent  y~%  ».  En  effet,  fi  on  fuppofe  / = 

— 2 _i 

z 1 , & qu’on  fubflitue  z 1 pour  y*  , z"~ 1 pour  y1  , 

l 

& — — * 1 du  pour  dy  dans  l’equation  propofée,  elle 
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devient  4a  dx— h 3 s~~ 1 dx-¥^xl  a 1dz  = oÿ 

équation  homogène . 

CCCLXXXII. 


Problème  V.  Séparer  les  indéterminées  dans  l’e^ 


quation  différentielle  a deux  variables  a Xyn  dy  -+- 

b/-*"  Xdx-+c/  X"dx  = oy  dans  laquelle  X,  X',  X' 
(ont  des  fondions  quelconques  de  x 8c  de  confiantes . 
Solution.  i.°  En  divilànt  toute  l’équation 


d’abord  par/7,  & après  par  «X,  on  la  réduit 
,-?J„  , by’-i-'x'd* 


quation  y 


dy 


cX’dx 

t rr~  = 0 

a X 


a l’e- 
, dans 


laquelle  on  a le  premier  terme  yn  1 dy  tout  en  y, 

c 1 j ■ eX'dx 

8c  le  dernier  terme  — rr-  tout  en  x . 

a A * 

2.0  Donc,  fi  on  pouvoir  trouver  une  fonélion  V 
de  * 8c  de  confiantes,  telle  qu’en  multipliant  toute 
l’equation  ainfi  réduite,  elle  rendît  fes  deux  premiers 

termes  V y*  ~ q dy  — H une  différentielle 

exaéle,  on  trouveroit  l’intégrale  de  toute  l’equation  en 
cherchant  celle  de  la  différentielle  exacte  par  la  métho- 
de du  Chapitre  I.,  8c  enfuite  celle  du  dernier  terme 

— JJ*  Par  ^es  méthodes  de  la  première  Partie , pui  f- 


que 
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que  ce  dernier  terme  ne  contiendroit  qu’une  feule  va- 
riable x. 

3.0  Cela  pofé,  fi  on  fuppofe  — — — a y 


8c  V/”  1 — B,  8c  par  confequent  toute  la  différen- 

tielle exaéîe  =zAdx-*-Bdy  y on  aura  (Art.  cccxxxii.) 

1 équation  c’eft  a dire,  qu’en  prenant 


la  différentielle  de  A en  ne  faifant  varier  que  y y 8c 
en  la  divifant  par  <//,  & enfuitc  la  différentielle  de  B , 
en  ne  faifant  varier  que  x,  8c  divifant  par  </x,  on 


aura  l’equation 


(»— 1 x‘r"~ 1 

7x 


y"-UV 
d x 


doit 


l'on  tire 


( » — y-M)^  X'd  x d V 


— ~p-y  & en  intégrant  de 


part  & d’autre  L.  V=S.  X d*  . En  prenant 

e pour  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  eft 
l’unité;  c’eft  a dire,  en  fuppofant  Z..e=x,  on  a 

c-  (« — »-H  )bX'dx  _ (n  — q-i-i)6X'dx 

i. TT — *• 7x • L.e=. 


L.e'  ,x  y en  mettant  k pour  n — q — t- 1 . On  aura 

s ***•■'* 

donc  L.  V—L.c'  ‘K  , & en  repaffant  des  logarith- 

s lixy* 

mes  aux  nombres  V=e  ‘x  . Donc  puifque  l’inté- 

c k b X'd  x . r 

graie  5. — jj— • peut  toujours  fe  trouver  par  les  me- 

R 
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thodes  de  la  première  Partie,  on  connoîtra  la  valeur 
de  la  fonction  V de  x,  qu’on  cherchoit,  de  on  pourra 
par  confequent  intégrer  l’equation  propofée . 

y * * x'4’ 

4.0  Si  on  met  e ‘ “x  pour  V dans  l’equation 

T,  *_  a , . bylVX‘dx  c V X"dx  . . , 

Vy  1 a y — t jj, — -H j-j — = 0,  la  quantité 

Vy”  ~~~*  dy  -+■  ■ Ix^*  ? ou  B dy—¥  A d x fera  une 

différentielle  exafle,  dont  l’intégrale  peut  fe  trouver 
par  les  méthodes  du  Chapitre  I. , en  intégrant  le  feul 

terme  Bdy , ou  Vy‘~q  dy , dans  la  fuppofition  dey 
feule  variable,  & de  x confiante.  Or  l’intégrale  de  ce 

y n — tf  -+  X y * 

terme  dans  cette  fuppofition  efl  t = -j— . 


Donc  l’intégrale  de  toute  l’equation  fera 


Vy 


S.  - vx J—  r=C  confiante,  & en  remettant  e' 

A X ’ 


I « XV* 


* <•  1 1 x' J x S - ü££i\ 

pour  V , on  aura  -j- . e ' **  — *-•£.(■ X e ' ‘x  J 

C_  UX'Jw  \ 
)_ 


=.C;  par  confequent 


W xv  » — 


*C. 


s,. 


1 » XV. 
«X 


•G 


c-TW*  T. 

. V • C 


e 

khX’Jn 


)x  /" 


M XV, 
* X 
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& 


• X 


t e X"ti  x 

aX 


S. 

.e 


_ tix';»  N 

e1  ' -•*  J ; les  indéterminées  feront  donc  toujours 

feparées  , & l’equation  intégrée  par  cette  méthode . 

C.  jg.  F.  T. 

Si  &,  ou  « — q-¥i  etoit  zéro,  les  quantités  qui 
font  divifées  par  k deviendraient  infinies,  & la  métho- 
de paraîtrait  ne  rien  donner;  mais  dans  ce  cas  on  au- 
rait n — q — — 1,  &.  l’equation  propofée  fe  réduirait 

a celle-cy  -y-*'*/*"  1 c*^*  = °y  ^ont  l’intégrale 
eft  confiante. 


CCCLXXXIII. 


Corollaire  I.  Si  dans  l’equation  propofée  on 
fuppofe  X'—x',  & X=»n-+\  on  aura 

z=  7 7^'  S>b  "-= y-  (par  la  Solution  precedente 
N.°  3.),  & en  intégrant  de  part  & d’autre 
L.X  — L.V , ou  b L.x  = L.V , en  écrivant  b pour 
( „ — [ 1 y . confequent  L.#i  = L.  F,  & xh  -=iV . 

Donc  en  fubfti  tuant  xh  pour  F,  & x'I~+  1 pour  JC  dans 
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l'integrale  — l h S.  C‘;J  x“*  — C,  cette  intégrale  devien- 
dra   h S1.  1</#=:C,  ou  /*  = 

c<—  — s.x"x*-a-xd* 

m 


CCCLXXXIV. 

Corollaire  II.  Si  l’equation  propofée  etoit 
<»  d y -¥  b y”  1 J dx-—dx=zo‘  en  la  comparant 

avec  celle  du  Problème  a Xy”  dy-t-by*^1  X'd  x -+■ 
cy1  X"d  x — o , on  trouveroit  X — xmy  X'—  xp , -+•  X"! 

= — i ; par  confequent  y9— y — i , X—  x — i , & 

r J £ (» — ?-+-■  ) b X'd  x (»4l)  bx*~mrlx  , 

* a A « ’ 


ç.  (" — ?-H  )6AW» (n-H)tn^  * y 

» X ’ (/> — m-ft  )<  > 


; — » -*  i 


(«-»!)*»  

(?-»>-♦  » )* 


, & l’intégrale  de  toute  l’equatlon 

p — m -+i 


ï = ^ deviendroit  i ? — » - i 

/ t ■ -*  i ) ♦ "* 1 v 

J==Ct 


( « -+■  I ■ 
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CCCLXXXV. 

Lemme  I.  Toutes  les  équations  différentielles  a 
deux  variables  8c  a trois  termes  peuvent  fe  réduire  a 
cette  forme  dy=zaxmdx—»rbyldx. 

Démonstration.  Puifque  ces  équations  ont  ne- 
ceffairement  deux  termes , où  fe  trouve  la  différence 
d’une  même  variable,  8c  un  troifieme  terme,  où  eft  la 
différence  de  l’autre  variable , il  eft  évident  quelles 
peuvent  toujours  être  comprifes  fous  cette  forme  gene- 
rale A x u*  d « = B uyz*  d z-+-C  uK  z*  d x , dans  laquelle 
A,B,C  defignent  des  confiantes  quelconques,  8c  les 
expofans  a,  0,  7,  A,  ^ des  nombres  quelconques  ou 
zéro.  Or  divifant  toute  cette  équation  par  Ax  uy , on 

la  réduit  a celle-cy  «5  — y du— * dx  — i-  —j/- 

qu’on  peut  exprimer  ainfi  u du — Ex7  dx 

I 

—h  F u x d x't  8c  ft  on  fait  u"'* 1 —y,  ou  u^=.y'  * , 

f 

on  en  tirera  ü* d u = -~-^y  u*—/*-*^  8c  par  fubftitu- 

f 

tion  dy  = ('7r-+i)Ezrdz—*-(-rr-+-i)  F y*  "* 1 z dx  , 
qu’on  peut  exprimer  ainfi  d y = G x d x -h-  H y1  x d x , 

I 

De  même,  fi  on  fait  xc~*’l=x,  ou  x~x”\  on  en 
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• » j dx  T 7T7  j , 

tirera  * dx=7z^y  x = x ydz — 7777*  «*> 

T— f 

z dx  — — i — / "" ‘ x , & par  fubftitution  d/  = — ? ■■■■  X 

c — 1 ' + «r  -+•  i 

r — r 

*r "*  # — ♦-  d x , o\x  dy  — axm d x-i-b^ d xy  en 

mettant  a pour  — — , b pour  — — , 8c  m pour  77^7» 
C.  F.  D. 

CCCLXXXVI. 

Problème  VI.  Une  équation  différentielle  quel- 
conque a deux  variables , & a trois  termes  étant  don- 
née, feparer  les  indéterminées  pour  l’intégrer  enfuite, 
ou  l’intégrer  en  les  feparant . 

Solution  . Nous  venons  de  démontrer  que  l’equation 
propofée  peut  toujours  fe  réduire  a cette  forme  dy— 
ax’" dx-*-byq dx y qu’on  pourra  refoudre  comme  il  fuit. 
i.°  Si  m—Oy  ou  fi  l’equation  eft  d_y=zadx-+- 

a d v 

b y dxy  ou  aura ——dxy  dans  laquelle  les  varia- 

bles font  feparées. 

2.0  Si  q = m ^ - , ou  fi  l’equation  eft  dj>  22  a xm  dx 

m 

—hby* 1 dxy  on  la  rendra  homogène  en  failânt  x=x 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  III. 


1 35 

1 

& on  feparera  enfuite  les  indéterminées  (Art. 

I 

ccclxxii. ).  Car,  fi  on  fuppofe  on  aura 


WJ  m -*■  1 I * W -f  I i WJ»  I» 

« = z , dx=^rlz  dz,  x dx=~ ~d*y 

d h m 

& l’equation  deviendra  dy= zrzTï  -+  ym~* 1 X 


m~  1 dz  , ou  (>n— hi  ) zm  ldy=a  z"  1 </z- 


£/'‘  ”* 1 d z , qui  eft  homogène  . 

3.  ° Si  <7  = 1 , ou  fi  l’equation  propofée  eft  dy  — 
axn,dx— k-bydx,  on  pourra  la  mettre  fous  cette  forme 
— y0  d y -¥fx" yn  dx-¥gyl  dx  — o,  & la  comparer  avec 
la  formule  du  Problème  precedent  aXya  dy-+-cyq  X?  dx 
-Jrbyn~lrX  X d x—o , ce  qui  donnera  a — — i,  n — o , 

X=#°=I,  C=/,  q=zo,  X'=*m,  £=g,  X=*° 
= i , & en  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’intégrale  de  ce 
Problème , on  aura  celle  de  l’equation  propofée  dy  =3 

fxm-+gydx. 

4.0  Enfin  on  peut  toujours  intégrer  l’equation 
propofée,  en  feprant  en  même  tems  les  indéterminées, 
par  la  méthode  de  Newton,  que  nous  avons  expliquée 
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dans  le  Chapitre  precedent,  quelques  foient  les  nom- 
bres donnés  m 8c  q . On  peut  même  trouver  une  in- 
finité de  fuites,  qui  exprimeront  la  valeur  de  y en  x, 
en  lailfant  l’expofant  m indéterminé,  & prenant  un 

nombre  quelconque , comme  i , 1 , 3 , &c. , — ■ , , &c, 

pour  l’expofànt  qy  & même  en  laififant  auffi  cet  expo- 
fant  indéterminé , 8c  en  formant  par  les  formules  de 
Newton  les  puilfances  q des  fuites  qui  expriment  les 

valeurs  de  /en  x.  Car  puifque  y~  — \-S.by1  dxy 

on  aura,  en  ajoutant  une  confiante  arbitraire  C,  / = 

C-+a-~7-+S.byU  x;  ce  qui  peut  fournir  une  infi- 
nité de  fuites  différentes  pour  la  valeur  de  y en  x,  8c 
en  confiantes,  comme  nous  l’avons  fait  voir.  Nous  al- 
lons donner  quelques  exemples  de  cette  méthode,  en 
laiffant  l’expofant  m indéterminé. 

CCCLXXXVII. 

Exemple  I.  Soit  propofée  l’equation  dy=axmdx 
«h \-bydx;  en  intégrant  decôté  & d’autre,  on  aura  / = 

■-  — \-S.bydx , & en  prenant  m --  pour  le  premier 

terme  de  la  fuite,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  / en 
x & en  confiantes,  8c  X pour  la  fomme  des  autres  ter- 
mes 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  III.  *37 

mes  de  cette  même  fuite,  de  forte  que  y — ~ — 1-h 


b a x 


Xy  on  aura  b y dx  — d x —h  b X d x • S.  b y d x ~ 


f»  -4-  I 


— ♦ -S.bXdx:  de  même  fi  on  fuppofe  que  X'  foit  la 
fomme  de  tous  les  termes  de  la  fuite  X après  le  pre- 
mier de  cette  fuite  ,,,  , de  forte  qu’on  ait 

-+X';  on  aura  auffi  b X d x = 

c«»-+ s.bxdx—  (m^i} (nj^ t) 

^■S.bX'dXy  & y = 11—1  -4- ***’’"*  * | 

Paxm-*i  „ , 

(■;, _+•!)(„,_+  2 } (OT -b-S.bX'dx.  En  fuppofant  de  mê 

v'— 

11  — ~H x ■>  on  trouvera 

S.bX'dx  = - bll lïlli r 4r. 

(»>-+  1 )(m-+î  )(m-+  J ^ A tf  X, 


fr. — 

7 m -+  1 (”H-lK*M-!)  (m-n)(raH.i 


K«-+î  J 


( »»  — +■  i *"  b X d Xy  8c  ainfi  de 

fuite  a l’infini. 


,»  + 4 
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Il  eft  donc  évident  que  la  méthode  de  Newton  a 
lieu  dans  les  équations  différentielles  avec  des  expofans 
indéterminés,  & qu’on  peut  fe  fervir  de  fes  Tables,  ou 
rcftangles  de  la  même  maniéré  qu’on  s’en  fert , lorfque 
les  expofans  font  tous  donnés  en  nombres  comme  nous 
allons  le  faire  voir  en  cherchant  la  fuite  qui  exprime 
la  valeur  de/  en*,  dans  la  fuppofition  que  le  premier 
terme  de  cette  fuite  foit  une  confiante  arbitraire  C, 
qu’on  ajoute  a l’intégrale,  de  forte  qu’on  ait/  = C— t- 

~ — \-S.bydx.  Car  en  fuppofant  / =r C — H 
— t-X,  on  aura  by  dx—bCdx-*r  —*nzïi  Jx-*-bXdx,  en 


intégrant  de  part  & d’autre,  S.bydx=bCx- +• 

. ,,  ■•--■-fS.bXdx,  & ; = C-hîi \-bCx 

( wi  — t-  I ) ( m -+  l)  5 y m —h  I 

h axm~*  * 

’^-S.bXdx.  En  continuant  l’opera- 
tion , comme  dans  la  Table  ( Planche  VI.  Fig.  12.)  ou 
trouvera 

t- I (;»— H)  (m-<-2)  (m— (-j)  (m-t-i) (m-t-2)  (”>-<*  ?)  («»— *-4) 

_ , r.  .PCX1  . £’C*} 

C — t -bCx  -H — *H g 

On  voit  bien  que,  fi  l’expofant  m etoit  un  nom- 
bre entier  négatif  quelconque , il  y auroit  toujours  des 


&c. 

<Jc. 
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termes  dans  la  valeur  de  y , qui  auroient  zéro  pour 
dénominateur,  & qui  feraient  par  confequent  infinis, 
puifque  ces  dénominateurs  font  compofés  de  faveurs 
m — H 1 , m*+2,  wi-4-3,  &c.  Il  faudra  donc  alors  fe 
lèrvir  des  préparations  que  Newton  préferit,  en  fubfli- 
tuant  au  lieu  de  x la  même  variable,  ou  une  autre 
avec  une  confiante  arbitraire;  ou  bien  il  faudra  inté- 
grer par  les  logarithmes:  par  exemple,  fi  on  fuppofe 

m — — 1 , l’intégrale  de  /»*”(/*,  ou  de  prife  par 

les  logarithmes  fera  aL,x,  & on  aura  y=aL.x—b 
S.  b y d x = a d x-*-bXd  x ) = L.x 

—i-baxL.x  — bax-+S.bXdx , 8c  on  pourra  continuer 
en  intégrant  toujours  par  les  logarithmes  fuivant  cette 
réglé  connue , que  l’intégrale  de  la  différentielle  loga- 

rithmique  cx'L.x'Xdx  efl  — L. x — 

pourrait  pouffer  ces  remarques  beaucoup  plus  loin,  & 
elles  méritent  d’exercer  la  fâgacité  des  jeunes  Geome- 
tres. 

CCCLXXXVIII. 

Exemple  II.  Soit  propofée  l’equation,  qu’on  ap- 
pelle communément  du  Comte  Riccati , dy~axmdx  — f- 
by'dx,  On  peut  la  refoudre,  comme  dans  l’Exemple 
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precedent,  fans  fe  fervir  des  Tables  ou  rectangles  de 

Newton.  Car  en  intégrant  de  part  & d’autre,  on  aura 
d’abord  y = — — ; — hS.by1  dx-}  fuppofant  enfuite  , que 


la  ferie  qui  doit  exprimer  la  valeur  de/  en  x foit  = ■ 


• X,  on  aura  /: 


X JM4J 

a x *ax 

"T 


(w-M)1 


m — f*  1 


+ xx,  & 


1 j-flv  . „ , , ba . zbatm-~'XH* 

la  différentielle  byydx  = — — 1 — — — 

77  ( m -+  I )*  m-+ 1 


S. 


bXXdx,  &,  en  prenant  les  intégrales  de  côté  & 

if  X*  m 5 

itre,  on  trouvera  S.byydx  — — — H 

t baxm-*'XHx 


-hS.b  XXd  x ; par  confequent  y =: 


A.»*,1*-*  J 


S.bXXdx : fuppofant  encore  X = 


. >,  ibaxn'*'XJx 

-H  5.  ; . H 


J*1*1’"-** 


X';  & fubflituant  cette  valeur  de  X dans  les  diffé- 


rentielles ■' '’:-x - , & bXXd x , on  trouvera , en 

m -4-  l 7 * * 

prenant  les  intégrales,  d’autres  termes  de  la  fuite  qui 
doit  exprimer  la  valeur  de  / en  x;  mais  le  calcul  fera 
plus  court , fi  on  le  fait  par  la  méthode  de  Newton , 
comme  on  le  voit  dans  la  Table  {Planche  VU,  Fig.  13.), 
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CCCLXXXIX. 

La  méthode , dont  nous  nous  fommes  fervis  pour 
refoudre  les  deux  équations  precedentes  par  les  Tables, 
ou  reélangles  de  Newton,  fournit  generalement  la  ré- 
paration & l’intégration  en  même  tcms , lorfqu’ elles 
font  poffibles;  il  ne  faut  cependant  pas  omettre  la  mé- 
thode particulière,  qu’on  a coùtume  d’employer,  pour 

traiter  l’equation  du  dernier  exemple,  dy  -+ay*  dx=: 

bxm  dx.  On  peut  déterminer  une  infinité  de  valeurs 
de  w,  dans  lefquelles  cette  équation  feroit  feparable  ; 
on  obferve  pour  cela  que  les  variables  peuvent  être  fe- 
parées , fi  on  change  l’equation  propofée  en  une  autre  , 

ou  a y1  & b foient  multipliés  par  une  même  puiflànce 
de  x.  Cette  transformation  fe  fait  par  le  moyen  des 
coefficiens , & des  expofans  indéterminés , & en  intro- 
duifant  une  nouvelle  inconnue.  Suppofons  y~Axp—^ 
on  aura,  en  différentiant , dy—pAxp  1 dx— h 
qx1  1 td x-*-xq dt,  & fubftituant  a la  place  de  dy  & 
y2  leurs  valeurs  refpe&ives,  l’equation  precedente  de- 
viendra pAx  ldx—¥qx ? ltdx-+-x1dr-+ax1‘1X, 

Ttdx-*-aAAx'pdx-+iaAxP~¥‘ltdx=:bxmdx. 
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Maintenant  pour  fatisfaire  a la  condition  requifé,  fup- 
fons  p — 1 = 2 />,  pA-¥aAA=.o , p->rq-—q — 1, 

q-¥ia A—o  , d’où  l’on  tire  p— — r,  A=^-  , 
q — — 2,  & on  a la  transformée  x~~  ldt~¥ax~  4 X 
ttdx  = bxmdx.  Or,  puifque  l’on  veut  que  a y%  8c  b 
foient  multipliés  par  une  même  puiflance  de  x,  on  voit 
que  m=.  — 4,  & que  dans  ce  cas  l’equation  eft  fepa- 
rable . 

Soit  fait  de  plus  l’equation  precedente  de- 

viendra dz-¥bxm~+1x1dx  = ax~idx,  8c  fuppofant 
% — A'xp  -+■  xT  /,  on  aura  en  opérant  comme  dans 
la  fubflitution  precedente  p'A'xp~ldx~+qxq~ltdx-^ 

jdt-t-bxt1'-*m~+ttr'dx-*-bA,txip'-+m-*1d*-+ibX- 
A' x ~+q  ~Jrm~lrZ  p d*  — ax~ 1d  x.  Soit  fait,  comme 
cy-devant,  2/)'— Hw-+-2=jp' — 1,  pA  —^bA'  = 0 , q'-+- 
ïbA'=o,q — i=p'-+q-bm-+i-)on  aura />= — m — 3, 
A' ■=.  ” , q— — 2 m — d,  & la  fécondé  transfor- 

mée fera  x zm  6 d r — t-  b x 3 CT  ‘ 0 1 t' d x~  a x 1d  x , 
ou  dt'-*-bx~m~~*ttdx=zaxlm-**dx-,  & puifque 
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— m — 4 doit  être  = 2 »»  -t-4 , il  s’enfuir  que  m = 

, autre  cas  de  feparabilité.  En  faifant  de  nou- 
veau = — , & z.'=:A"x!’  — t-*9  r",  & continuant  fuc- 
ceflivement  les  mêmes  operations , on  trouvera  que 
l’equation  eft  feparable  fi  m — — y > m = — 

w — — y , ÔY.,  & generalement  fi  r eft  un  nombre 
entier  pofitif  quelconque  1,  2,  3,  ÔY.,  l’equation  fera 

feparable  dans  tous  les  cas  de  m — ainfi  en 

fuppofant  r=i  , on  aura  m=z — 4;  fi  r = 2,  on  au- 
ra  m~  — y,  &c.  De  plus  fi  on  confidere  la  loi 
des  expofans,  on  verra  que  dans  la  première  fubfti- 
tution  y = Axr>  — i-x^r,  on  a p — — 1 , q = — 2;  dans 
la  fécondé  fubftitution  ti  — Ax1'  — \-xq  t'  on  a p'~ — > 
m — 3,  </'= — 2 m — , & aitifi  de  fuite,  on  voit 
que  le  fécond  expofant  eft  toujours  le  double  du  pre- 
mier, en  forte  que  l’expofànt  p étant  — rm — 2r — 1, 
l’expofant  q fera  —irm — 4r— *2,  d’où  il  fera  aifé 
en  reprenant  les  fubftitutions  precedentes  de  former 
l’expreffion  generale  de  y — 
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, — ’X  m — 5 — 4 im  — ] 


t étant  une  variable  qu’on  détermine  par  la  fubftitution 
dans  les  équations  feparées. 


Si  au  lieu  de  fubftituer  y — Ax^— comme 


on  a fait  d’abord  dans  l’equation  dy-¥ayzd x=£*’”dx, 
on  eût  fuppofé  premièrement  y — 4-  & enfuite  z = Axp 


on  trouveroit , en  fuivant  les  mêmes  opera- 
tions, une  infinité  d’autres  valeurs  dew,  qui  rendraient 
l’equation  feparable.  On  fepareroit  avec  la  même  faci- 
lité les  variables  dans  l’equation  dy  — +-  ayz  xn  d x =z 

bxmdx.  Il  ne  faut  pour  cela  que  divifer  par  , & 
faire  xn~q~lr'~z. 

Enfin  on  peut  appliquer  cette  méthode  aux  équa- 
tions qui  renferment  différentes  puiflances  de  d x 8c  dy. 
Car  il  eft  neceflaire  que  ces  fortes  d’équations  foient 
homogènes  par  rapport  aux  dimenfions  de  d x 8c  dy . 
C’eft  pourquoy  on  pourra  divifer  l’equation  par  une  di- 
menfion  de  dx , qui  foit  égalé  a la  fomme  des  dimen- 
fions de  d x 8c  dy , & on  refoudra  l’equation  en  regar- 

J v 

dant  comme  l’inconnue.  D’où  il  eft  évident  qu’on 

pourra  traiter  ces  équations , comme  fi  elles  ne  conte- 

noient 
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noient  dxScdy  qu’au  premier  degré.  Nous  ne  nous 
arrêterons  pas  davantage  a l’explication  de  cette  mé- 
thode , laquelle , quoiqu’elle  renferme  une  infinité  de 
cas,  en  laill'e  cependant  une  infinité  d’autres,  au  lieu 
que  la  méthode  tirée  des  reélangles  de  Newton  four- 
nit une  Solution  generale , & donne  la  feparation  & 
l’intégration  par  la  même  operation . 

GCCXC. 

Lemme  II.  Toutes  les  équations  différentielles  du 
premier  ordre  a deux  variables,  & a quatre  termes, 
peuvent  fe  réduire  a l’une  ou  l'autre  de  ces  deux  for- 
mules . 

I.  axm  dx-+ùyp x”  dx-+cys  dx  — dy=zo. 

II.  a x"  d x-i-byp d x — +-c y x dy — d y==^o  , ou 
ad  x — +-  b y?  x d x—hcy!  xn  dy — dy  =0. 

Démonstration.  Dans  toutes  les  équations  de 
cette  forte  la  différence  d'une  des  deux  variables  fe 
trouve  dans  un  feul  terme,  ou  dans  deux  termes,  ou 
dans  trois;  car  elle  ne  peut  pas  être  dans  tous  les  qua- 
tre termes,  par  ce  qu’alors  toute  l’equation  pourroit 
être  divifée  par  cette  différence,  & deviendrait  finie. 
Il  n’y  a donc  que  deux  cas  : le  premier  quand  la  diffé- 
rence d’une  des  deux  variables  fe  trouve  dans  un  feul 
terme  de  l’equation , & par  confequent  la  différence  de 

T 
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l’autre  variable  dans  le  trois  autres  termes;  le  fécond 
cas,  quand  les  deux  différences  fe  trouvent  chacune 
dans  deux  termes. 

Suppofé  que  les  deux  variables  foient  z 8c  k,  on 
peut  reprefenter  generalement  le  premier  cas  par  l’equa- 
tion  A z u du-\-Bu  z d z -+-C  u'  zu  d z -t-  D u z d z — o, 
en  prenant  A y B,  C,  D pour  des  quantités  quelcon- 
ques, 8c  a,  /3,  -y,  ÔY . pour  des  nombres  auffi  quelcon- 
ques , ou  zéro . Or  cette  équation  étant  divifée  par 
Azu  fe  réduit  a la  forme  u 7 du-*- Ez*  dz  — +■ 

F t*  >zl>  adz—*-Gu  7 z “dz  — Oy  8c  celle-cy  en 
failànt  u 7_+ 1 =/,  ou  u 7 d u= ^ t , 8c  u=. 


I 

y» — ’>-'rX  y fe  réduit  comme  dans  le  Lemme  precedent 
a la  forme  dy—*-Hzé  "dz  -+•  Ky^z^  *dz~+Lyr'A 

z~~adz—o‘  8c  cette  équation,  en  failànt  de  plus 


ou  z 


t — « 


devient  dy  — »-  Mx"  dx-*-  Ny T z”  d x — H P y d x — o , ou 
enfin,  en  prenant  a y b y c pour  des  quantités  quelcon- 
ques, & mypytty  s pour  des  nombres  quelconques  ou 
zéro,  a xm  d x — f-  b y?  x”  dx  -+•  cys  d x — dy  — o. 

On  peut  de  même  reprefenter  generalement  le  fé- 
cond cas  par  l’equation  Az  u3 d u-*-Bz  uydu-+Ctfx 
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%a  dz— hDu’z* dz—o,  laquelle,  étant  divifée  par  Az  ^ 
devient  ua~~Kdu—\rEz  “ uy~K  du-*-F z~*dz  — t- 

Cu  Kz?~~  “dz  — o , & celle-cy  en  faifant  ua~~,'~+l 

I 

=/,  ou  u~x  du—  -—^4 ■■■ , & devient 

dy-\-Hz~ ayr d y- \rKzf‘~~a  dz-\rLyr  zf~~a  dz—o  . 

Or  cette  équation,  en  fuppofànt  z~ *'+I  =*,  fe  ré- 
duit a cette  forme  ax'"dx-*-byp  dx-+cy’  xn  dy — dy—o  ; 

& fi,  au  lieu  de  fuppofer  z*~ *~+t  — xy  on  avoit  fait 
ss**- “ f=x,  on  auroit  eu  la  troifieme  forme  adx-h 
byp xl  d x-*rcy  x dy—dy=:o . 

CCCXCI. 

Problème  VII.  Une  équation  différentielle  quel- 
conque du  premier  ordre  a deux  variables  & a quatre 
termes  étant  donnée,  en  feparer  les  indéterminées  a- 
vant  de  l’intégrer , ou  en  l’intégrant . 

Solution.  Cas  I.  Lorfque  l’equation  propofée  eft 

ax"  d x—>rb  y^  x dx-^rcy1  dx — dy—o  . 

I.  Si  dans  cette  équation/»  = ,7^7,  & r=^rr, 


1 
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on  la  rendra  homogène  en  failànt  z " 1 . Car  on  aura 

— M 

I tn  -+  1 . m m x m , I. 

^*  = 77^7*  dz>  * =**  > * dx=——dz; 

« « — nt 

x”  dx  — ^*"'  dz,  Subftituant  ces  va- 
leurs dans  l'equation  propofée , elle  devient  — *• 


-jjn/  * dz-~*‘  zr+ry  * d*—df=zo, 

équation  homogène , dont  on  pourra  feparer  les  indé- 
terminées, & enfuite  intégrer  (Art.  ccclxxii. ). 

2.0  Si  dans  l’équation  propofée  on  fait  / = **»; 
£ étant  un  expofànt  indéterminé,  & u une  nouvelle 

variable,  on  aura  , y =zx’u  , dy=z. 

S’ tt  x’  ~ 1 d x -+■  x’  d u , & par  fubftitution  la  propofée 

deviendra  a x"  dx~*-bu  xp~lrn dx-\- eu  xè‘dx  — 


i yuxà~ldx  — x^du  — O)  équation  de  cinq  termes, 
qu'on  peut  réduire  a trois,  en  fuppofànt  que  deux  des 
cinq  le  detruifent  par  la  détermination  de  l’expofànc 
arbitraire  a'.  Après  avoir  tenté  différentes  fuppofitions 
de  deux  termes  égalés  a zéro,  on  trouve  que  la  feule 

qu’on  puilfe  faire  (ans  abfurdité  eft  buF  xif>~*'n  dx— 

£ux*~~  1 </x  = o;  d’où  l’on  tire  />  = i,  p—*-n~é'  -+■ 
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n = $ — 1,  ou  n — — 1,  & ù=zd'-f  ce  qui  réduit 
l’equation  propofée  a celle-cy  axm dx-\-by  x~l  dx—b 
cydx — <//  = o,  qu’on  ramene  a l’equation  de  trois 
termes  a x'  à x-+c u x s d x — xb  d m = o,  ou  ax"  b d x 
—ircu1  xb>  b d x — d w=zo  , en  faifant  y=.xb  u . 

Si  dans  cette  équation  de  trois  termes  m = bsy 
on  aura  axm~b dx-t-cu  xm  b dx  = duy  8c  xm  bdx 
— — du~.  , équation  dans  laquelle  les  indéterminées 

a— {-eu  A 4 

font  feparées. 

Si  dans  la  même  équation  r=i  , on  aura 

axm~~b d x—heud x — du  — o , ou  u du  — eu1  d x — 

a xm~b d x — o , qu’on  pourra  réduire  par  le  Problème 
(Art.  ccclxxxii. ).  Si  on  avoit  s—  2,  l’equation 
auroit  la  forme  de  celle  de  Riccati,  dont  nous  venons 

de  parler.  Enfin  fi  on  avoit  s — , ou  fi  l’equa- 

m — 

tion  etoit  a x b d x —4-  eu"  1 xr,t  * ' d x — d u — 0 , on 
pourrait  toujours  la  rendre  homogène,  8c  par  confe- 
quent  en  feparer  les  indéterminées.  Car  en  faifant 

— b ^ ^ « -f  I — J | 

w*m  w i r, , 

x y ou  x =.%  y on  aura  x 1 d x=c, 
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3. 0 Enfin , en  mettant  l'equation  propofée  (bus 
cette  forme  =*#’”-+-£/*’’—( \-cÿ  , on  la  pourra 

toujours  intégrer  en  feparant  en  même  tems  les  indé- 
terminées par  la  méthode  de  Newton,  quelques  nom- 
bres donnés  que  foient  les  expolâns  p 8c  r,  quand  bien 
même  les  expolâns  w,  & n demeureroient  indétermi- 
nés. On  n’aura  pour  cela,  qu’a  plaçer  le  terme  axm 
dans  le  reflangle  horifontal  au  haut  de  la  table,  8c  les 
deux  autres  termes  8c  ->rcy  dans  le  reêlan- 

gle  vertical  vers  la  gauche,  8c  operer  enfuite  fuivant 
les  réglés  de  la  méthode,  comme  dans  le  Problème 

) 
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precedent.  On  peut  en  faire  un  eflài  fur  l'equation  dy 

z=axm  d x~¥  by  x dx-+cy*  dxy  fur  laquelle  on  a beau- 
coup travaillé,  apparemment  a caufe  de  là  reffemblance 
avec  celle  de  Riccati.  Cette  équation  n’eft  qu’un  cas 
particulier  de  celles  que  nous  traitons  dans  ce  Pro- 
blème. 

Cas  II.  Lorfque  l’equation  propofee  eft  ax"  dx-¥ 
b yP d x—ïcy*  xr  d y — dy—o. 

i.°  Si  dans  cette  équation  on  a = 

- — , on  la  rendra  homogène  en  failànt  x — 

m l > D 

T tn  — w 

nt  -*•  1 w m -*•  1 j I m -fi  » 

x , car  on  aura  x —z  , dx~ - g 

? j tn  ■+  1 > 


1 J I J . P . » “+  I . -P  J I w 1 K + 

dx\  y —y  : y dx  = y X 

m -*•  t * ■'  ’ ' m — t-  1 y 


m -+•  I 1 . I >»  1 f -*•  t é I f j m -t-  t 

% =*  ; * = * ; / * */=/  X 

*"  ■* 1 d y , & toute  l’equation  après  la  fubftitution  fera 

m — m — r t 

I j l / w -+  i w -+■  I J ^ 

adz— l by  z dz-+-cy  z d y — 

m —4-  1 w — H i y * * 

dy  — o.  » 

2. 0 Si  on  prend  pour  le  fécond  cas  l’autre  équa- 
tion generale  adx-y-bÿ  x dx-y-cÿ  x" dy  — dy  = ay  & 
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que  dans  cette  équation  on  ait  c = — b,s~p — i,  & 

« = r— Hi,  enforte  que  la  propofée  foit  ad  x-*rb  y^  x X 
dx — b y*~ 1 xr~H  dy — dy=:o.  On  pourra  toujours 
l’intégrer  par  le  Problème  (Art.  ccclxxxii.)  en  fai- 
fant  y — ux.  Car  on  aura  par  cette  fuppofition  yp  — 
tf 1 = 1 .■/  1 -fdy  = ud x-t-xdu,  & après 

les  fubftitutions,  la  propofée  fera  adx—\~bu  x 1 dx 

— bu  1 r(#</x- \rxdu)  — nd  x — xd  u=o  u X 

( a — u)  d x — x d u — bu  x du  = o , qui  a 

la  forme  requifé  dans  le  Problème  cité  (Art.  ccclxxxii.) 
comme  on  le  voit  évidemment  en  écrivant  y pour  x , 
8c  x pour  u dans  cette  derniere  équation , qui  fe  chan- 
ge par  là  en  ( a — x)y°  dy — y1  x"  d x — bxP  1 X 
y dx  = o. 

3.0  Enfin  puifque  dans  le  fécond  cas  on  a 

a xm  -+■  b y*  d y a -y  b y*  x’ 

—  tt-,  ou  encore  -7—  = , on  pourra 

I—  (J  x * dx  , —c/x"  ’ r 

toujours  refoudre  ces  cas  par  la  Méthode  de  Newton, 
en  reduifant  l’une  ou  l’autre  de  ces"  fraélions  en  fériés, 
ce  qu’on  peut  toujours  faire  par  la  divifion  continuée 
a l’infini. 

CCCXCII. 
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CCCXCII. 

Remarque  . Il  faut  bien  obfervcr  qu'on  ne  doit 
pas  confondre  la  feparation  des  variables  avec  l’intégra- 
tion des  équations  différentielles;  c’eft  a dire,  qu’on  ne 
doit  pas  regarder  une  équation,  comme  n’etant  pas  in- 
tégrable, par  ce  que  les  indéterminées  ne  font  point 
feparables.  C’eft  une  attention  que  plufieurs  Geometres 
paroiffent  n’avoir  pas  faite.  Ainfi  , par  exemple,  dans 
la  célébré  équation  de  Riccati,  lorfqu’on  ne  peut  par- 
venir a feparer  les  variables , on  a coutume  d’abandon- 
ner ces  cas , & on  defefpere  de  leur  intégration . Or 
nous  avons  fait  voir  generalement  par  la  Méthode  de 
Newton,  comment  on  pouvoir  intégrer  cette  équation; 
& la  feparation  des  indéterminées  eft  renfermée  dans 
l’intégration  môme. 

Il  nous  refie  a obferver  que  les  équations  que 
nous  avons  traitées  dans  ce  Chapitre  peuvent  quelques 
fois  fe  ramener  plus  aifément  aux  méthodes  du  Chapi- 
tre premier,  en  cherchant  les  fafleurs  qui  peuvent  ren- 
dre fes  équations  intégrables.  Soit,  par  exemple,  l’e- 
quation  de  quatre  termes  dy—*-pydx—\-qyydx-*-rdx 
= 0 , dans  laquelle  p , q , r font  des  fondions  de  x 
feulement . Il  faut  fuppofer  premièrement  que  » , fon- 
ction de  x,  eft  une  des  valeurs  particulières  de  /,  qui 
lâtisfait  a l’equation  propofée,  c’eft  a dire,  qui  la  rend 

V 


154  Elemens  du  Calcul  Inte'gral' 
égalé  a zéro  par  la  fubftitution,  enforte  qu’on  ait  du 

-+pudx-\-quldx—brdx  = o.  Donc,  fi  on  fait  de 

plus  y = u -4-  — , on  aura  en  différentiant  & en  fubfti- 

tuant,  du  — — x-t-  — \-qu  dx— i h 


üLL  —h  r d x = o ; & par  confequent,  en  ôtant  la  fécon- 
dé équation  de  la  première,  nous  aurons 
du~^pudx^L^quUx^±l^^i£-*rdx 

-du  — pudx  — quz  d x — rdx\ 


Donc 


dz  ^ pdx  j igudx 


à Z — ( p—b  2 4 u)zdx — q d X _ j /.  , \ v* 

— — j— 1 — = 0,  ou  dx  — ( p-4-iqu)X 

xd x — qdx  — o.  Or,  en  comparant  cette  derniere 
équation  avec  l’expreffion  (Art.  cccxlv.),  dans  la- 
quelle/ répond  icy  a x,  on  trouve  r — i,  q — — 
(p— +iqu).  Donc  le  faéleur  M,  qui  dans  l’endroit 
s lii 

cité  eft  j-e'  ' , fera  icy  & ce  fa- 

fteur  rendra  intégrable  l’equation  différentielle  «fz  — 
(p-+zqu)zdx — qdx—o . Mais  l’equation  différentielle 
propofée  eft  =<> , il  faudra 


o. 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  III.  155 

donc,  pour  faire  évanouir  le  dénominateur  zz,  multi- 
plier le  faéteur  cy-deffus  par  zz;  ainfi  le  faéleur  con- 
venable a la  différentielle  propofée  fera  zz  X 

1 /a  caufe 

(/-•O*  ' 

de  — = y — u)~ .X,  en  fuppofant  X = 

Z ' ' ( y — «)*  11 

e—s.U>-¥*q»)d*  ^ & multipliant  la  différentielle 

dz — — qdx  rn 

i — =0  par  ce  facteur,  on  aura 

l’intégrale  Xz  — S.qXdx  = C = 7^7  — S.qXdx  ; 

& par  confequent  tous  les  fa&eurs  cherchés  ( Art. 

cccxlviii.)  feront  renfermés  dans  — .X':  X' 

(r— «) 

étant  une  fonélion  quelconque  de  l’intégrale  Xz  — 
S.qXdx  , ou  'JZTZ  — 'S.qXdx  ; d’où  l’on  voit  que, 
u étant  une  fonélion  connue  de  x par  la  fuppofition , 
on  aura  auffi  Xz=ze~ ^ fonction  pareille- 
ment donnée  de  x. 

Si  on  vouloit  appliquer  cette  remarque  a l’equa- 
tion  de  Riccati  dy—^-yydx — axmdx  = o,  qui  n’en  eft 
qu’un  cas  particulier,  on  trouveroit  les  faéleurs  qui  la 
rendraient  intégrable , pour  tous  les  cas  de  l’expofant 
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«,  dans  lesquels  les  indéterminées  feroient  feparables 
Car,  en  comparant  ces  deux  équations,  on  aura  />  = £>, 

qz=i,r= — <**”’,  & le  faéleur  cy-deffus  devient  par 
la  fubflitution  - — — — . e~S'2‘“ix  , par  lequel  multi- 
pliant l’equation,  on  aura,  en  fubftituant,  l’intégrale 
e — S.c  dx=C,  8c  en  luppolant 

que  X'  eft  une  fon&ion  quelconque  de  cette  intégrale, 

X' 

tous  les  fafleurs  feront  contenus  dans  la  forme- X 

U — ") 

e 2S'uax  } comme  nous  avons  démontré. 

Nous  éclaircirons  cette  remarque  par  un  exemple.' 

d x 

Soit  l’equation  différentielle  d [y  —¥y  d x -*ry y dx — = o , 


on  aura,  en  comparant,  p—  i , <7=  i , r= — ^ . Or 


la  valeur  de  y — ~ fatisfait  a cette  équation,  comme 
on  le  voit  en  fubftituant  les  valeurs  refpeélives  dans 
la  différentielle  propofée,  qui  devient  ~o:  donc  u=z 


T 


& x= 


e 


I 

XX 


8c  par  confe- 


quent  on  aura  le  faéleur  — . e * X — - — - = e • X 

XX  (jr— *uy 

t ^ % 2 ( x y » I ^ 

{xy—i  y y a caufede(/  — u)  = — — — . Maintenant, 
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fi  on  multiplie  l’equation  propofée  par  ce  faéteur,  elle 

deviendra- — ■ . c~~ *Çdy— \ryyd x -\-y dx-—~')=zoy 

dont  l’intégrale,  en  confiderant  x comme  confiante,  fe 

trouve  par  les  méthodes  du  Chapitre  I.  l.  x. 

1 r *(*/ — 1)  > 

& différentiant  de  nouveau  cette  intégrale,  en  regardant 

y comme  confiante,  on  aura  — — — i ) 

' xx(xy  — 1)1 

—*-dX,  Or  cette  cüfférentielle  doit  être  égalé  a l’autre 
membre (y Jx-t-yydx — ^_I),  dans  lequel,  a 
caufe  de  y confiante,  on  fait  dy=.o\  cette  comparaifon 
donne  dX— — - (**yy — zxy+i)=—  , v 

e *dx , en  divifant  par  ( xy — 1 )2=zxxyy — 2*/-+i: 
donc  l’intégrale  complette  efl  enfin  — -t* 

y 

S.-^e  dxz=:C  quantité  confiante. 
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CHAPITRE  IV. 

Expofition  de  différentes  Méthodes  qui  ont  rapport 
aux  Chapitres  precedents, 

CCCXCIII. 

J^Jous  commençerons  par  les  Méthodes  qu’on 
a trouvées  pour  ramener  plufieurs  équations  différentielles 
a la  formule  generale  Xy" dy -b  y" ~+I  Xdx  —b y11  X'd x 
r = 0,  dans  laquelle  X,  X',  X"  reprefentent  des  fon- 
dions quelconques  de  x & de  confiantes,  8c  qu’on  peut 
toujours  intégrer  par  le  Problème  (Art.  ccclxxxii. ). 
La  première  méthode  eft  celle  des  transformations  ; 
car,  fi  on  fubflitue  dans  cette  formule  différentes  fon- 
dions de  * prifes  a volonté,  pour  X,  X',  X’  8c  une 
nouvelle  variable  z pour  xy , ou  en  general  z*  pour 
x* y ; A,  ^,  » étant  des  expofans  arbitraires,  qu’on 
détermine  enfuite  comme  on  veut;  il  eft  évident  qu’on 
trouvera  par  ce  moyen  autant  d’équations  différentielles 
qu’on  voudra,  toutes  redudibles  a la  formule  generale 
de  l’Article  cité.  C’eft  ainfi  qu’on  a pû  trouver  les 
Theoremes  fuivans. 
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15  9 

CGCXCIV. 

Theoreme  I.  Si  dans  l’equacion  ( a y”  dy  -+■ 
xndx)  P — \-b  (*dy — y d x)  £)==o , a 8c  b font  des 
confiantes  quelconques;  P & j^des  fonctions  homogè- 
nes de  x & de  / , de  mêmes,  ou  de  différentes  dimen- 
fions  entr’elles,  ou  pourra  toujours  ramener  cette  équa- 
tion a la  formule  generale  (Art.  ccclxxxii.)  en  fai- 
fant  x =y  z . 

Démonstration.  L’ équation  propofée  étant  di- 
vifée  par  P devient  ayn dy—*-x’’dx—t-b(xdy  — y d x ) X 
f = 0.  Or  , fi  on  fubflitue  dans  cette  équation  yz 

pour  x,/”*”  pour  x”,  8c  zdy  — k-ydz  pour  </x,  on 

aura  a y”  dy-*-zn~h  1 yn  dy  ~+y”  ~+ 1 zdz—>rb{yzdy  — 

y zdy — y* dz)~=o,  ou  («— l-z"-4" 1 )yn  dy-+yn  "+  1 X 

zndz — -y* y*  dz  — o;  &,  puifque  ^ eft  une  fonélion 
homogène  de  x,  8c  de  /,  fuppofé  que  n foit  la  fqmme 
des  expofans  de  ces  deux  variables  dans  chaque  terme 
de  en  fubfiituant  yz  au  lieu  de  x dans  cette  mê- 
me fonélion,  il  eft  évident  qu’on  aura  Qzzzy'1  Z , Z 
étant  une  fonélion  de  z.  De  même  fuppofé  que  \ 
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Toit  la  fomme  des  expofans  de  « & de  y dans  chaque 

terme  de  la  fonéïion  homogène  P;  en  fubftituant  y z 

pour  # dans  cette  fonélion,  on  aura  P—y'Z',  Z' 

étant  une  fon&ion  de  zj  par  confequent  ^ = 

yi~~K  Z"=y’  Z",  en  fuppofant  /*  — \=zty  8c  mettant 
Z ' fon&ion  de  z,  pour  . Donc  l’equatlon  propofée 
fera  (a-+z~¥1)y’dy  -+yn  1 z*  dz  — b y7  “**  * Z”d  % 
= o,  qui  a la  forme  requifé,  puifque  a~+  zM_+I  eft 
une  fonétion  de  z,  aufli  bien  que  z”,  & que  ~—bZ". 
C.  Q F.  D. 

Exemple.  Soit  l’equation  propofée  (x1  d x-+ 
“y'ày)  X (fx~'yz-+gy)-+-b(xdy — ydx)  X (b**y* 
•+Ky xi)  = o.  En  la  comparant  avec  celle  du  Théo- 
reme,  on  trouve  » = 2,  P—f  y1 -*-gy) , 
6x1y*-+Ky*i  j & en  faifant  x=yz,  on  a P — ~ - 

— =yK 2?  ; par  confequent  A = r,  & Z'  — 

De  même  Qj==.bzxy*— i- Kz*y*  =^.  y*  (b  z* 

Kz*)=:jfZ j par  confequent  m = & Z=bzz-+ 

Kzi  % 
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K z* , d’où  l’on  tire  * = |U  — À=?,  8c 
= Z" . Donc  l'equation  transformée  fera 

î î J f % h — h K j 

—¥y'z  az — 1>/  . — — az=o. 

CCGXCV. 

Theoreme  II.  Si  dans  l’equation  (*"(/*-(• 

— »i  — i •— r \ 

a y ' dy)P-¥b(*dy-¥cyd  x)  Q = o ; /» , b , r 

étant  des  confiantes  quelconques,  & P 8c  jetant  des 
fondions  de  * 8c  de  y telles,  qu’ayant  multiplié  l’ex- 
pofant  de  l’une  de  ces  deux  variables  par  r,  ce  qui 
refie  du  produit,  après  en  avoir  ôté  l’expofant  de  l’au- 
tre variable,  foit  le  même  dans  chaque  terme  de  P , 
8c  que  cette  même  condition  fc  trouve  aufïi  dans  cha- 
que terme  de  on  pourra  toujours  réduire  cette 
équation  a la  formule  generale  (Art.  ccclxxxii. ) en 
faifant  y x — z . 

Démonstration.  Cette  équation  étant  divifée 

— n — ■ — l j ^ 

par  P devient  x”  dx—*~ay  ' dy-+-(xdy-+cydx)-y' 
— o\  Or  puifque  yxc=zz,  on  aura  xcdy—^cyx  *dx 
~dz,  xd y-+-cyd x — -=xl~cdz,  y~zx  ‘ , 

X 
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- « — t — I — n — * — “ i 


, dy  = X 'dz  — 


— n — t — I 


- n — e — i 


czx  ‘ 1 dx ,y  * dy=x”~i'1z  ' dz' 


8c  par  fubflitution  x"  dx—¥ax’’~* 1 


— n — t 

— ‘ — " j . "5.  1 — c j 

t, tcz  * <7X-4--^-*x  dz—o  y 


X 

ou 


— arz  ' )x"^x— j-/rx0_t"  ’z  ' d z—h-p*xl~cdz 

— o . Mais  par  la  condition  du  Theoreme , chaque  ter- 
me de  P étant  fuppofé  yx  doit  donner  A c — u=£ 
confiante;  d’où  l’on  tire  y.=z\ c — ky  & y"  * —y~  *c~  k 


xk  '■ 


X 

\ , en  mettant  pour  y fa 


valeur  zx  c\  par  confequent  chaque  terme  de  P aura 

pour  numérateur  une  puiflance  de  zy  comme  zK , & 
tous  fes  termes  auront  pour  dénominateur  commun  la 

puiflance  x* . On  prouvera  de  même  que  chaque  terme 
de  aura  pour  numérateur  une  puiflance  de  a,  com- 
me z11  , 8c  que  tous  fes  termes  auront  pour  denoînina- 
teur  commun  la  puiflance  x . Donc  le  quotient  ^ aura 
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*— k 

la  forme  * ^ - , Z étant  une  fonftion  de  z 8c  de  con- 

bQ  _ 

liantes  ; „ i— ' 7 fera  auffi  une  fon&ion  de  z , & de  conflau- 

tes  , que  nous  defignerons  par  Z' . Donc  l’equation  trans- 
— n — A ^ ^ — n — t — j 

i — acz.  ‘ J x”  dx-¥ax  z ' dz 

— i-Z'x1  ~+i  — c— "*^z=.o,  qui  a la  forme  requife,  puif- 

n — 1 — n — f — I 

que  i — acz  * ,&4z  ‘ font  des  fondions 

de  z,  8c  que  les  expofans  de  x font  tels  qu’ils  doivent 
être . C.  £>.  F.  D. 

CCCXCVI. 

Corollaire  . Si  on  fuppofe  c=z-y  dans  l’equation 

( \ 

du  Theoreme , elle  deviendra  \M,dx—ïiiy  * dy  J P 

(—{„—! — \ 
x”dx— \ray  ' JP 


—*-g(fxdy~k-cydx)^==zo^  en  fuppolànt  g=~j-.  Donc 

r 

en  faifant/x/  = z,  cette  équation  pourra  toujours  fe 
réduire  a la  formule  generale  (Art.  ccclxxxii. ),  lorf- 
que  P,  & ^ auront  les  conditions  préferittes  dans  le 

Theoreme , en  écrivant  -j-  au  lieu  de  c . 
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Exemple.  Soit  l’equatioti  propofée  (x  1dx-+ 

ay^dy^y — ( — 3 xdy  — \rydx")  ax  = o.  En  la  com- 

( . -CLT-'-'  ) 

parant  avec  l’equation  \x  dx—bay  ' JP—¥ 
ô(f  * dy-+cy  d x)  £>j=o , on  trouve  « = 2 , g = — 1 , 

/=—  3>  e— 1 » — = -h-8,  P— y,  Q— 
zi  x , & les  deux  fondions  P & c’eft  a dire  y x°  , 
6c  ,7  y x ont  les  conditions  requifes.  Donc  en  faifant 

^ î 

y x 1 r =z,  on  réduira  la  propose  a la  formule  (Art. 
ccclxxxii.  ) . Et  en  effet  après  avoir  fait  les  fubfli- 
tutions  convenables  pour  y 6c  dy,  on  trouve  que  cette 

équation  devient  ( 1 — H ■jx9)xldx— bax^x^dz  — +• 

— 0 , qui  a la  forme  requife. 

CCCXCVII. 

Theoreme  III.  Si  dans  l’equation  tix"dx-+- 

b y”  d y — t-  (x  d y — / d x)  -+■  — 0 , dans  laquelle 

Q 8c  P font  des  fondions  homogènes  de  x 6c  de  y , 
de  mêmes,  ou  de  différentes  dimenfions  entr’clles,  ou 
dont  la  différence  des  dimenfions  eft  zéro,  ou  un  nom- 
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bre  quelconque  k , & S,  R font  aufli  des  fondions 
homogènes  de  x 8c  de  /,  telles  que  l’excès  des  dimen- 
fions  de  S fur  celles  de  .R  foit  n—  1,  on  pourra 
toujours  réduire  cette  équation  a la  formule  ( Art. 
CCCLXXxii.  ) , en  faifant  x—yz. 

Démonstration.  Puifque  x—yz,  on  aura 
x —y  z , dxzzzz  ci  y— k-y  a zy  x ax  = z y a y— +■ 
yn  1 z d z , xdy — y d x — zy  d y — zy  d y — yz  d zz=z 
— yzdz-y  8c  par  fubftitution,  l’equation  propofée  de- 
viendra az’~h  1 y”  dy-+  ayn  ~¥tzdz—\-byn  d y — yz  X 
dz(J*-4--j)  = 0,  ou  (azn  **  ' -¥b)y"  dy-¥ayn~¥'X 

zndz  — y1dz(&-+j)  = o.  Or  P,  8c  S,  R 

étant  des  fondions  homogènes  de  x 8c  de  y , en  fub- 
ftituant  zy  au  lieu  de  x dans  ces  fondions,  on  aura 

(par  les  conditions  du  Theorems)  ~ —yk  Z , Z étant 
une  fonction  de  z ; & de  même  — ‘Z,  Z' 

étant  encore  une  fon&ion  de  z;  par  confequent 

J=/Z-+/~‘Z‘  i & 

yk  "+ 1 Z d z — y”  ~t’ 1 Z'd  z : donc  l’equation  transformée 
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■ b )yn  dy  —^(az”  — Z'  )yn  ~+  1 d z — 


fera  ( a a 

y 

Exemple.  Soit  l’equatioa  propose  a*7dx- 

by7dy-+(xdy—ydx).X  ( ■*)= 


t"*  1 Z dz  — o,  qui  a la  forme  requifé.  C.QF.D. 


En  la  comparant  avec  celle  du  Theoreme,  on  trouve 

* = 7 , f = ■ »* -+/ > j — fuivant  les 

conditions  requifës,  k=i>  8c  9 — 3 =6=>i — 1.  En 
fubftituant  zy  pour  *,  & a dy-*-ydz  pour  dx  dans  la 

propofée  , on  la  change  en  az*y7dy-*-aySz7  d z-*- 

by7 dy-+(zydy — zydy — /Va)  X yi-Jry7' 

= 0,  oubien(4a8-+-£)/7d/-*-/8f<ja'  — • 

«vJ-+.r  y L 

dz-—y*(z1-t-i)dz=o,  équation,  qui  a la 

forme  qu’on  demande,  & qu’on  peut  rendre  plus  (im- 
pie , en  la  divifant  par  y 4 , qui  fe  trouve  dans  tous 
les  termes. 


CCCXCVIII. 

Theoreme  IV.  Si  dans  l’equation  axm  d x- 4- 

byndy-*r{xày-¥cydx ) -+^)  = £>> -P,  Refont 

des  fondions  de  #,  & de  /,  telles  qu’en  fuppofant 
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T 

xy  = z,  on  ait  j=/*Z,  8c  |==/z',Z  8c  Z' étant 

des  fondions  de  s,  cette  équation  pourra  fe  réduire  a 
la  formule  de  l’Article  ccclxxxii.,  toutes  les  fois 

quon  aura  n = — - — - — i , 8c  k ou  f=z — - — i , 

Démonstration.  L’equation  propofce  eft 

a dx-^by  ‘ ‘ dy—h(xdy-hcydx)X 

{y* Z —4* y ^ Z'} zzz o , en  fâilânt  ti- 


nt i 

c c 


8c  fuppofànt  xy’  — z . Or  cette  fuppofition  donne 

I m î 

x — zy  , xm  — zm y ‘ , dx—y  ‘ dz  — ~ X 

— - — * I t l-i 

zy  ' dy , y'  d — *y‘  dy  = dzj  8c  xdy-b 

— i — t- 1 

cydx  — cy  ’ dz;  donc,  par  fubftitution,  la  propo- 


fée  devient  ay  ' ' zm dz ~zm~i'ty  ' ' dy 

— f—i  k — 2~+i  /— 7-t-i 

-4 -by  ’ ' dy-+cy  ‘ Zdz-¥cy  * X 

Z'dz-=.o.  Cette  équation,  en  fuppofànt  k=’—~ 

«9  T ^ r*  ^ i ^ 

— i, devient^  ‘ ' {az'—¥cZ)dz~¥y  ‘ ‘ X 
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( b — -^■zm~*I)dy—*-cy  ' Z'd z = o ; & en  fup- 

pofant  f—  — y- — ï,  & laiflant  k , elle  devient 

w 1 m 1 

^ ' (azm-¥cZ)dz-¥y  ‘ ‘ (b — ~ zm~*'1)dy 

— \rcy  Zdz=zo.  Deux  équations,  qui  font 

dans  le  cas  de  la  formule  de  l’Article  cccLXxxn. 
C.  jg.  F.  D. 

Exemple.  Soit  l’equation  propofée  ax6dx-+ 


b y 1 dy  -i-^xdy  — z ydx) 


2 z. 

I X y* -¥y* 


xy 


x -¥y* 


En  comparant  cette  équation  avec  celle  du  Theoreme, 
on  trouve  qu’elle  a les  conditions  requifes.  Car  on  a 

^ ^ n s_ j» i ^ ^ i 

tn  > c 1 1 n ~~  ï c e " 3 2 


•>* y =*/ 


■.zy 


11,  3 

* y -+y 


^*1,3 

2 l 


«'/’-tV1 


; par  confequeut  Æ = 2=  — 


7 — 1 = 3 — i j & ^ = - 


t5-fs  ’ 


iV 


zyl-*ryx 
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s=-èpr  =/  Z'i  Par  confequent /=  2 , 8c  ^'==-^7. 
En  fubftituant  toutes  ces  valeurs  dans  la  formule  du 


.f  ~ 


Theoreme  y ' ' (azm-\-c Z)dz-+y  ' X 

/— 7-+-1 

(b  — -zm~+t)dy-+cy  Z'dz  — oy  on  la  chan- 


ge 


en — ("Î^77')J  dz-4-y1  (b-+^az7)dy 


■>-y 


1 zUz 


-~  = o , équation  qui  eft  dans  le  cas  de  la 


formule  de  l’Article  ccclxxxii.,  & qu’on  peut  rendre 

plus  fimple  en  la  divifant  par  y 1 , qui  fe  trouve  dans 
tous  fes  termes. 

CCCXCIX. 

Theoreme  V.  Si  dans  l’equation  dx — -^~= 

— **  f,~  y T y .*  x' — on  fait -“  = z,  & que  Z,  Z', 

y*  xf  Z'-t-J*  **  z'  y"  n 

Z',  Z''  foient  des  fondions  de  z 8c  de  confiantes,  cette 
équation  fe  réduira  a la  formule  de  l’Article  ccclxxxii.  , 
toutes  les  fois  qu’on  aura  ces  deux  égalités  q — t , & 
/j  — y,  ou  ces  deux  cy  tn  — t,  8c  p~r. 


Demonstp 

/ 


^uif 


- z , on  aura 

L 
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k=zz/  ;y~"dx — >ixy~a~l  dy=dz  ; dx — = 

yn  dz;  dx=iy” dz-+nzy”~l dy -,  8c  en  fubftituant 

pour  x & pour  dx  leurs  valeurs  en  y 8c  en  z dans 

l'equation  propofée,  elle  deviendra  yn  dz^=. 

y,^  — l-*n,z,Zdy-^y-*”,z,Z  ( y',Az-^nzyn~l  J?)  & 

Z"  ’ ^ 

reduaion  / 

yn-— tH-.r  %'zds-ï»y+nr-h’-tz"+tZ,d/-*- 
y-*-»r-+” Z Z d z , ou  bien  y,~*'nr~+n~'  (zr  Z -+ 

„z'-*tZ')dy-<-yt-+'r-*azTZrdz~fm-*Pn-+\pZ'd* 

y z'“dz=zo.  Or  fl  on  a ces  deux  égali- 
tés q—t , 8c  b — r,  on  aura  aulTi  q-^b  n-^n  — t -+■ 

«r-+«,  & le  terme  yt~irhn~¥n%>  Zr  iz—y~*nf~¥  X 

%rZ"dz\ par confequent/fH*”r"+”*rZ ’dz— "+  X 
%hZ"dz=z/-+m-+’’(zZ'dz— zrZ'Hdz)  ; & l’equa- 
tion deviendra  ÿ~lrnT  + ” l(z'Z-+uz  _l"  z'ÿdy  — 4* 
;H.»r4»(ïrZ'_!5T)^-/‘+f"'V  Z'dz  — O, 

qui  a les  conditions  qu’exige  la  formule  de  l’Art,  ccclxxxii. 
Puifque  la  différence  des  cxpolâns  de  y dans  les  deux 
premiers  termes  eft  l’unité,  8c  que  les  quantités  qui  fs 
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trouvent  dans  les  parenthefes  font  toutes  des  fondions 
de  z. 

On  trouve  de  même  en  fuppofànt  les  deux  autres 

égalités  8c  p=-ry  que  le  terme  y" ~*p * " X 

»p  Z“  d % —y*  ~+H  r ~+n  * Z 'dz  ; par  confequent/'  -+‘”  ” yç 

z Z'd z — y»-+Pn-*” g-P z" dz,=y~¥n r-f " (*rZ'— *r  X 
Z”)dz , d’où  l’on  tire  la  même  condufion . 

Exemple  I.  Soit  propofée  l’equation  dx — —y  — 
dans  laquelle  F,  F,  F'  font  des  fondions  de 
y 8t  de  confiantes . En  la  comparant  avec  l’cquation 
generale  du  Theoreme,  on  trouve  d’abord  — ~J~=:  — 

y , d’où  l’on  tire  a = 1 , & ou  z — ~;  par  confe- 

quent  F,  F,  F font  des  fondions  de  z 8<  de  confian- 
tes. On  trouve  enfuite  les  quatre  équations  fuivantes 

1 x Z = F ; //  Z'—o  ; ym  xp  Z" — F ; / xh  Z"' 

defquellcs  on  tire  r=o  = r,  & Z =F ; Z —0 ; 
m—o—p'y  8c  Z'  — F\  q=.k]  b — o • 8c  Z"'  — F', 
ce  qui  donne  les  deux  égalités  w=r,  8c  p—r ; en 
fubflituant  les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  dans  la 
formule  du  Theoreme,  on  voit  qu’elle  devient  Fdy  — 
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yFd* — yk~*1  F"dz=o,  équation,  qui  a les  condi- 
tions requifcs. 

Exemple  II.  Soit  propose  l'equation  dx-+*-~ 
~ " yî  ‘‘  . En  la  comparant  avec  l’equation 

jf 

du  Theoreme,  on  trouve  d’abord  » = — 1 ; — —z=z 

y 

8c  x — zy~~l . En  fubftituant  cette  valeur  de  x 
y 1 

dans  la  fraélion  on  la  change  en 


0 7?  d y h v*  z?  d y e 

TTjÿ?  » 


8c  en  continuant  la  comparaifon,  on 


trouve  les  quatre  équations  fui  vantes " 1 xr  Z =. 
az'\  y‘  xr  Z'—by7 z*  -,  ym xf  Z"—c‘f  8c  y1  x'1  Z"—fy7z'>, 
defquelles  on  tire  r~+n — 1 ~t  — 2—0;  t — 2 ;r  — o ? 
8c  Z = az’  ; Z'^.b  z4  ; rrr=z.o  , />=o,  &Z==C,  q — 2 , 
Jb—o,  8c  Z"=/V;  ce  qui  donne  les  deux  égalités  q — t ^ 
8c  b = r.  Ces  valeurs  étant  fubflituées  dans  la  for- 
mule generale  du  Theoreme,  elle  devient  y°(az'—- 
bz')dy-\-yx  (bzr — fz’)dz — y~  1 cdz  — o^  ou  y (æ  *3 
r~  bz<i)-*-y7(bz* — fzi)dz — cd»=zo,  équation  qui 
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a les  conditions  que  demande  la  formule  de  l’Article 
ccclxxxii. 


cccc. 


Avant  de  paffer  a d’autres  méthodes,  qui  ont  rap- 
port aux  Chapitres  preccdens , nous  joindrons  icy  un 
Problème,  qui  peut  être  d’un  grand  ufage  dans  les  équa- 
tions différentielles  que  nous  venons  de  traiter. 

Problème  I.  Soit  l’equation  différentielle  <//-*• 
yXd x-\-yï  X d x—^X' d x^=zo y X,  X*,  X"  defignant 
des  fondions  de  x , & étant  données  deux  valeurs 
de  y en  fondions  de  x,  qui  fàtisfaffent  a l’equation 
propofée;  c’eft  a dire,  qui  la  rendent  par  les  fubflitu- 
tions  —o,  refoudre  generalement  cette  équation,  & 
trouver  le  fadeur  qui  la  rende  intégrable. 

Solution.  Suppofons  que  P,  foient  les  fon- 
dions de  x , qui  fatisfaffent  a l’equation , on  aura  par 

les  conditions  du  Problème  dP-¥PXdx—*-P~Xdx-{- 


X' d x=o,  & dQ— hQXdx— ^J^PXVx— 4-X'Vx=o. 
Soi  t fai  t ?.~—r  — z , ou  y = on  aura  en  différen- 

tint  i,=  , & f„b- 

ftituant  les  valeurs  de  / Sc  dy  dans  la  différentielle 
propofée,  S<  multipliant  par  (i—  »)* , nous  aurons 


w Elemens  du  Calcul  Intégral 
( i — z)dP — *(i—  z)d£)-+(P — Jg)dz-hX(  1 — 

%)pdx — X(i  — z)^zdx-+X  P2 dx—  iXPQzdx 

-+Xg£zzdx-i-X''(i — z)2  dx=o. 

De  plus  fubflituant  dans  cette  équation  a la  place 
de  JP,  J fleurs  valeurs  que  donnent  les  deux  équa- 
tions différentielles  precedentes,  on  aura  en  ordonnant 
les  termes 

X (i — z)Pdx — X'(i — z)P1dx  — X*(i — z)d  x-+-(P — Q)dz=o 

H-X*(i — z)Qdx-+X'z(i — z)g  dx-+X’z(i — z)  d x 
-4-  X (i  — z)Pdx-+X'P2dx  -+X"(i  — ï)V* 

— Xz(x—  z)Qdx  — iX'Pgzdx 
-t-X^Vj* 

Enfin  effaçant  les  termes  qui  fe  detruifent,  & ordon- 
nant i’equation  nous  aurons  XzP  d x-¥X  z Q^d  x — 

2 X'PQzdx-*-(P  — Q)dz  = o,  ou  X(P-<Z)d* 

-+■^•  = 0,  8c  ~ = — X'(P  — Q)dx,  d’où  l’on  aura 


en  intégrant  z = e~'s-('P'~Q-)X  & par  confequent 

. ...  , , S.X'(P  — Q)<ix  . y — p 

on  aura  generalement  1 intégrale  c 

,£=£■.  confiante,  en  fubflituant  a k place  c^e  z* 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  IV.  175 

Maintenant  pour  trouver  le  faveur  cherché,  il 

fuffit  d’obferver  que  l’equatiou  propofée  a été  multi- 
pliée, après  les  fubflitutions , par  (1— • «)*,  & divifée 
par  z(P  — *4?).  Donc,  en  multipliant  tout  d’un  coup 
par  > l’equation  fera  intégrable , & le  fafleur  fera 


(f-i’  ou  (/ 


^ o caufd  de  2 ^ * 

-iuc/-i») ’ a cauIe  ûe  T^h' 


On  voit  par  ce  Problème  qu’ayant  des  folutions  particu- 
lières des  équations  différentielles  de  la  forme  propofée , 
on  peut  en  trouver  aifément  la  folution  generale,  & 
les  faéleurs  qui  les  rendent  intégrables.  L’equation  de 
Riccati  eft  un  Cas  de  cette  forme. 


CCCCI. 


Si,  au  lieu  de  chercher  le  fâfleur,  on  fuppofoit 
au  contraire  qu’il  fût  donné,  tel  que  {y -4-P)™,  & 
qu’on  voulut  déterminer  les  fondions  X,  X d’une  e- 
quation  différentielle  telle  que  ydy-¥y  Xdx-\-  X'dx 
= 0,  enforte  que  ce  faèleur  rendît  l’equation  intégra- 
ble. Il  faudroit  fe  fervir  de  la  méthode  du  Chapitre  f. 

(Art.  cccxxxil.),  c’eft  a dire,  qu’on  feroit-jj.X. 
à,  delignant  la  différentielle  de  la  quantité  renfermée 
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dans  les  parenthefes,  & en  fuppofant  P une  fonélion 
de  x feulement . Si  on  différencie  par  le  Theoreme 
cité,  en  confiderant  y comme  confiante  dans  le  premier 
membre  & x dans  le  fécond,  on  aura  la  différentielle 

fuivante  ny  1 ~ = X(y  — t- P )”  — t- n ( Xy 


XXr-i-P)m  1 , & en  divifànt  par  (y-+P)*  % 

d’où; 

XP  Pà  P 


nous  aurons 
l’on  tire  X = 


d X 
ndP 

( « — t- 1 )d  x * 


&x=— — =. 


C w — l- 1 )d  * r 


& en  fubflituant  on  aura  l’equation  y dy  —h  ” ■ 

— o , laquelle,  étant  multipliée  par  (/“+■?)”, 

fera  intégrable . Or  cette  équation  étant  homogène 
fera  aufli  intégrable  en  la  divifànt  par  (w-h-i)X 
yy-+nyP  — P P — (y-+P){_(n-+  i)y  — P"}  (Art. 
ccclxxiv.  ) . Donc , puifqu on  a les  deux  fafleurs 

& 7 — 1 r,  en  divifànt  l’un 

par  l’autre,  & égalant  le  quotient  qui  en  refulte  a une 
confiante  arbitraire , on  aura  l’intégrale  complette  . 
Ainfi  l’intégrale  de  la  différentielle  y dy  — — 

= o fera  generalement  (y  -+•/*)*  1 {(«  -t-i  )X 

y — P}-=:C  confiante. 

CCCCII. 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  IV, 


* 77 


CCCCII. 

Si  on  vouloir  prendre  un  fa&eur  plus  compliqué, 
tel  que  (yy-+-  P y , on  trouveroit  par  les  mê- 

mes méthodes  les  fondions  X,  X,  enforte  que  l’equa- 
tion  différentielle  precedente  devient  intégrable.  On  au- 
ra (Art.  cccxxxii.)-~</.£/(//-^P^-4-^)”}  = 

•jj  . d {_Xy-+X  } X (//-♦- P/— 4- . Mais  puifque 
•X*  X',  P,  ^ font  des  fonélions  de  * , on  aura  en 
différentiant  comme  cy-deffus  ny  (y  y -t-  P y — t-  Q)n  ~~ 1 X 

( y = X {y y -±Py  -t-  «£/-+  n ( xy-+x')  x 

(2/-4-P)  X (yy~ \rPy-*rQy~ 1 , &,  en  divifant  par 

(y y -‘rP y — , nous  aurons  nyy  —■  -4-  ny  jj=z 

( 2 «—4- 1 ) Xyy  -+•(«—»- 1 ) XP^-+-Xj^,  & en  compa- 
ra »X>  — +•  « X P 

rant  les  termes  homologues,  on  a les  équations  i.°(2» 
-4-  1)  Xd  x = nd  P ; 2°  («—4-1)  XPdx-t-inX'dx  — 
vdQj,  j.'X^h -nXP  — o.  La  première  de  ces  équa- 
tions donne  X=- — n‘1  P • , & la  derniere  X= — 

ou  X= — , — -z — : lefquelles  valeurs  étant  fubfli- 

{2n-+i)rax  7 * 

z 
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tuées  dans  la  fécondé  équation,  on  aura  nà 

''CJL-  ou  bien  1 )P</j£-+ 

i«-+l  (m-+l)P  ’ ' 

— i n -+■  z 

2 QdP=.(n-¥  i)  P1  dP.  Enfin  multipliant  par  P l"  , 

1 

& en  intégrant,  on  trouvera  (2»-+iJr  J^=C. 


a n 

conft.  -+(»-»- 1)  S.  P’^VP,  ou ( 2 w —+•  l ) .P  * " * 

4 n -+  4- 

C.  conft.  -+--7 — -P  J ce  qui  donne  j^== 

X 2 r 

• — P , en  fup- 


+ 2-P'”'=aP'”'  ■ 1 “* 


/ • ND***-*’* 

c 


pofant  a — — • Donc,  puifque  Xdx—  — & X’dx 


— 1 n- 


P d P • • 

ç a>H-  , l’equation  différentielle 


2 » -4-  l 
rt  y A P 


4 

P AP 


2/I-4-I  4(î»-m)  î»-H 


P d P— 0 de* 


rendra  intégrable,  fi  on  la  multiplie  par  Çyy  -4-  P y 

-y 


1 2 


■ P -4*oc  P 
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Si  on  fuppofoit  n = — 1 , ou  = 1 > l'equation 

precedente  deviendroit  homogène:  & en  faifant 

r 07  2 »h-  1 

— * — i 

==<?,  ou  w=  — 7,  le  terme  P **  fe  réduit  a i,d’oii 
l’on  voit  que  ces  deux  Cas  font  très— faciles . Mais,  fi 

on  ne  fuppofe  pas  ~~^-==oy  ou=i,  il  y aura  plus 

de  difficulté.  Soit  fait  — & par  confequent 

2 n = - l’equation  différentielle  fera  y dy  -¥ 

y d P — t-  7 ( >«  — +■  I ) PdP-+  7 a (»i  — t- 1 ) PmdP=.o  Sc 
elle  deviendra  intégrable,  en  la  multipliant  par  le  fa- 

, v — — > 

r\  f r»  1 **+  1 ( 1*1  -*■  1 ) 

cteur  -+- -P/ — P y , comme 

on  voit  en  fubfti  tuant  dans  le  fa5leur  déjà  trouvé  la 
valeur  de  « en  m. 

Si  on  prenoit  pour  P des  fonctions  quelconques 
de  *,  on  voit  que  ces  équations  pourroient  devenir  fi 
compliquées,  qu’on  les  traiteroit  difficilement  par  d’au- 
tres méthodes  que  par  celle-cy,  qui  en  donne  la  refo- 
lution  affez  aifément. 
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CCCCIII. 

Nous  allons  expofer  dans  les  Problèmes  fulvans 
d’autres  méthodes  pour  intégrer  par  le  moyen  de  l’Ar- 
ticle ccclxxxii.  plufieurs  équations  différentielles  a 
deux  variables  x 8c  qui  renferment  des  fondions 

quelconques  du  rapport  jj,  8c  qu’il  feroit  fouvent  dif- 
ficile d’intégrer  autrement . Nous  fuppoferons  toujours 

d X 

dans  ces  Problèmes  z = jj,  ou  z dy  — d x. 

Problème  II.  Intégrer  l’equation  x=/Z-+Z', 
dans  laquelle  Z 8c  Z'  font  des  fondions  quelconques 

de  z , ou  de 

Solution.  En  différentiant  l’equation  propofée, 
on  trouve  dxczzZ dy-¥y d Z—*d Z'—zdy , d’où  l’on 

tire  Zdy — z dy -+y  d Z-+d 8c  dy  -4-  g--™ l- 

— o.  Or  cette  équation  eft  dans  le  cas  de  la  for- 
mule de  l’Art,  ccclxxxii.  Car  puifque  Z,Z\8cZ — » 
font  des  fondions  de  z , il  eft  évident  qu’on  aura 
dZ  = Fdz?  8c  dZ'  — F'dz,F8cF  étant  aufli  des 

fondions  de  z , 8c  par  confequent  Fdzy  8c. 

v_;  = F d z,  F,  8c  V étant  encore  des  fondions  de 
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z:  donc  l'equation  dy  — h —*•  — o fe  réduit  a 


cette  forme  y0  dy -+yl  Fdz-+y°  F' dz~oy  qui  a les 
conditions  requifes  dans  l’Article  ccclxxxii.  En  pre- 
nant e pour  le  nombre  dont  le  logarithme  eft  l'unité, 
8c  C pour  une  confiante  quelconque,  on  trouve  aifé- 

ment  par  cet  Article  l’equation  yes'  rtiz-+S. (V dzX. 


S.Vdzs 


)=c,  & y 


S.VAi 


) 


S.rdt 


On  aura  donc 


la  valeur  de  z en  y\  8c  fubflituant  cette  valeur  dans 
l’equatiou  d x = z d y , on  trouvera  aufïi  par  les  métho- 
des de  la  première  Partie  x=S.  zdy;  par  confequent 
on  aura  la  relation  entre  y , & * . C.QF.T. 


CCCGIV. 


Problème  III.  Trouver  les  Cas  d’intégrabilité 
de  l’equation  xm  y”  z — F , dans  laquelle  on  fuppofe 
» = , & F une  fon£lion  de  la  quantité  x ÿ z . 


Solution.  En  faifant  x y F fera  une 

I 1 » 

fonftion  de  k,  8c  on  aura  x = u'y  \ 1 ; = 

w»  w 1 vn  t m nt  t *w  t 

q f _ 9 n r ^ r>  q q q » 

« / * ;yz—~=zFu  ’ y Z ; yn — 
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Jü  JLi  ml  — ta  na  — mi 


F U 1 y1  * * ; y 5 =F*  1 


m t — r ■? 


X ■»»—■*»  y en  mettant  cette  valeur  de  y * dans 

i « j_ j_ 

l'équation  » = «’»  * / * , on  aura  * — « * x ? X 

* m « — * -■  " ri  — " * 

^"î_M'w«î*_»}*a»îî  — »4'  J jr"  ? ~ -H -'“'y. 


Suppofant,  pour  abréger  le  calcul,  V=zF  q X 


*«*—*,  & V=zFnî  "V*”*',  on  aura  u=zV*9*—\ 

ntt  — r a 

8c  y=zV’ a"î— y F,  F'  étant  des  fondions  de  ». 


On  trouvera  en  differentiant  dx  — zn‘!  m‘dV-\- 


( "1—nh')V~r''~mt  d*  > & dV -¥ 

üLzui—i 

i_Il  d z y 8c  1 équation  dx~zdy  de vien- 


nq 


ti—nt 


rt — n f 

dra  par  fubflitution  "’is 


= a ■»— ' TOf~—  z^-^-V'dz  . Nous 

n q — W X 
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defignerons  cette  équation  par  {A),  8c  nous  cherche- 
rons les  Cas  dans  lesquels  on  peut  l’intégrer,  ou , ce 
qui  revient  au  même,  feparer  fes  deux  indéterminées  u 
8c  z;  car  alors  on  aura  la  valeur  de  z par  »,  ou  celle 
de  » par  z,  & en  fubfti tuant  une  de  ces  valeurs  dans 
les  deux  équations,  que  nous  avons  trouvées  cy-deflus 
entre/,  8c  les  variables  » & z,  & entre  x,  & ces 
mêmes  variables,  on  en  tirera  l’equation  entre  / & x. 

Cas  I.  Lorfque  tm — rq—o.  Car  alors  l’equation 


( A ) devient 


n q — • n 


dV-+ 


n q — m s 


■Vx 


%q  — m » 


dz'=z 


zdV,  ou  {A->ri)Vzadz-k-z-+1  dv—  zdF'=:o,  en 
fupporant  rr~~”-—a- 4- 1 . Or  cette  équation  a les  con- 

il  n q — ms  1 

ditions  requifes  dans  l’Article  ccclxxxii.,  puifque  V, 
8c  V étant  des  fondions  de  w,  on  aura  d VzzzV" d «, 
8cdV=V"  du,  V"  8c y'"  étant  encore  des  fondions  de  ». 

Mais  il  n'eft  pas  neceflàire  dans  ce  premier  cas  de 
chercher  l’intégrale  de  lequation  (A).  Car  puifque  tm 

— rq  — o , ou  q—’-^-,  fi  on  fait  — - —p  , on  aura  t— 


pr;  q—pm\  x1  y z —y  xt'mxt>r  ,8c  l’equation  propofée 
fera /*  x"1  zr  = 9 (y  xF  m zp  r ) , en  mettant  9 (/*  m zp ' ) 

pour  exprimer  la  fonction  de  x1  y z , que  nous  avions 
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appellée  F.  Donc,  en  faifant  xm  zr  ~k,  on  aura  xpCTX 

x.p,~kP  , Scy”  k~<f>(y$  kP)'  Or  il  fuit  évidemment 
de  cette  derniere  équation  entre  k & leurs  puiflàn- 
ces  ou  fondions,  que  k eft  une  fonction  de  que 

m 

nous  defignerons  par  T\  on  aura  donc  x'z—T,  Scx’z 

I 1W  If» 

, ou  a caufe  de  = Six'.dx 

I 

•=.?’  dy  ^ équation  dans  laquelle  les  variables  x 8c  y 
font  feparées,  & qu’on  peut  intégrer  facilement. 

Cas  II.  Lorfque  rs — nr=o.  Car  alors  l’equation 

(A)  devient  d V=  s"’-""  " ’ d V r %ai~m‘d z , 
qui  a les  conditions  de  l’Article  ccclxxxii. 

On  trouvera  anfFi  dans  ce  Cas , comme  dans  le 
precedent  l’intégrale  de  l’equation  propofée  fans  cher- 
cher celle  de  l’equation  (A).  Car  puifquc  rs — nr  — o ou 

~ ~ , en  faifant  J—  — ~-—p  , on  aura  s— p n , 

& l’equation  propofée  xm  yn  zr  =■  <p  (x^ y’ zr  ) 

deviendra  x" y"  z —<p  (x*  yp"zr"r)  • donc  en  faifant  yn  z! 

— k , on  aura  /Vr=:(?,  & xmk—$  {x  il  );  par 
confequcnt  k fera  une  fon&iou  de  x,  que  nous  defigne- 
rons 
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«8s 


rons  par  X;  doue  y”  x =X;  y z=Xr;  ou  = 


dy 


X' , 8c~-==~-^  équation  feparée  & facilement  inté- 


grable . 

CAS  III.  Lorfque  nq — ms-htm — rq~rs — nt * 

— . t m — y « n a — m s -t-  tm  — r a 

Car  alors  on  a - = — 1 — i =: 

n i]  — ms  n a — ms 


nq  — ms 


”1- 


— — i;  par  confequent  l’equation  (A)  devient 


»"«— ••  dV-h  "-”'  dz  = z"9~m‘  dF-h 

nq  — ms 

* t-~nt  rt — n t 

( rs~JLL  ou  %n'-m‘dV— 

\nq  — ms  J * 

1 1—»  t r»—nt 

8’*-"  ■ d v'=.{-,~——  i ^ ?v 

V*  9 — ms  J 


dz  — 


t s — n t 

~ 1 d’où  l’ou  tire 

^ — iw  / y 7 


dV  — dV 


zn*~wt  dz 


r J — ni 
•Mi 


équation 


( -LL^LL—  Ay'—flïZlL 

\ n q — wu  J \ n q — m t J 

dans  laquelle  les  indéterminées  font  feparées . 

Il  refte  un  autre  Cas,  lorfque  nq  — rnsrn,  alors 


l’equation  y 


nq  — ms 

9 


: F u a 1 , a caufe  de 

A a 


nq  — * 
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m m t — t g m * ** 

=0,  devient  Fu  z 1 =i,  ou  z * =.Fu  *fon- 

élion  de  w,  8c  l’equation  propofee  rentre  dans  le  cas  des 
équations  homogènes,  toutes  les  lois  que  »=-—>»,  8c 
q=z—s. 


CCCCV. 


Problème  IV.  Trouver  les  cas  d’intégrabilitc 
de  l'equation  x—^  z ç»  u— t-  ÿu  ; <pu  8c  ç'«  étant 
deux  fondions  de  la  même-  quantité  u—yp  a8,  & 

Solution.  i.°  Puifque  / z , on  aura 
l — •£  r—tl 

•Z  —uy  P ; 2 — u" y " ; zr  =uny  yk % =z 

- k—^  t . l 

» " / " } & l’equation  propofée  fera  x = u"y  " <pu— t- 

-f--  L 

ç.»  — Vy  n-+V1  en  fuppofant  V=zuH<puy  8c 

V=:ÿu;  on  tire  de  la  dx—y  " dV-+(k — £-')  X 

^ 

^ F dy-krdV.  Donc,  a caufe  de  l’equation 
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& ^ * 

~J=Z,  oudx  — zdy^oüauTay  V P-*-(£— 


* — — — r 


I7/  " dy-\rdV'=.uny  ” dy  , ou  (& — — )X 


k-T--i 


f 


Vy  " dy  — uny  " dy-k-y  ” d F-k-d  V'=o . 

Or  cette  équation,  en  fuppofant  £ — — — i= il 

cfl  dans  le  cas  de  la  formule  de  l’Article  ccclxxxii., 

puifqu’elle  devient  [(*— 1 £)*'-•']/  ’■  d,-+ 


■-•41 


dF-k-dV—Oy  dans  laquelle  V,  y,  & 

I * 

(£  — — »"  font  des  fondions  de  ».  On  trou- 

vera donc  par  l’Article  ccclxxxii.  la  valeur  de  « en 
»,  & celle  de  « en  »,  & ayant  fubftitué  une  de  ces 

1 n 

deux  valeurs  dans  les  équations  y — uf  z f , 8c  x = 
k-pi 

F y — h F1,  on  en  déduira  enfuite  une  équation 

entre  y 8c  x. 

p I » 

2.°  De  la  fuppofition  / »”  = »,  ou  y=.ur  z p 
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* ni 

— r - 


— — I I 

I f P 

— Z U 
P 


» t 1 


i ” e 

a u — — u z 
P 


on  tire  yk —u(  z r ; yk  z —u?  z ' , & — 

d z j par  confequent 

ni  i_  i 

dx~zdy  — -jz  ! tif  du — — up  z r dz.  On 

i-  

f P 

a d’ailleurs  par  l’equation  propofee  x — u z çu—¥ 

n * 

sp'u  — V‘z  r en  faifant  «/  ifu~y\  8c  9 ' u~V\ 

n * 

8c  on  tire  de  la  dx  — z T dV'~ *-(r — ) X 


x — S-  r-» 


V"z  f dz-’rdV'.  On  aura  donc a r ur  du 


— ”-/z  7dz=z  fdV''-+(r-n-±-)V 
_4 -dVy  équation  qu’on  voit  bien  être  dans  le  Cas  de 
l’Article  CCCLXXXIII.,  lorfque  1 — j — r — y-.  Car 

fi  on  écrit  dans  cette  équation  1 — y pour  r — y-. 


f — I 


dz 


n I 

elle  deviendra  — z r uf  du  — — ur  z f dz^ 
P P 
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n n 

r dV”-+(i—-)V"z  ' dz-+dV  , ou  bien 


[( 


fd 


-(V— 


^ n 


z e d u-+-  d V = o , en  faifant  dV'-=zV"du.  On 
peut  auiïi  écrire  z°  Vlv d u pour  d V ^ en  fuppofant 
d V'~ylv  d u.  La  propofée  s'intégrera  enfuite  comme 
dans  le  Cas  precedent. 


ccccvr. 


Les  équations  différentielles , que  nous  venons  de 
traiter,  renferment  des  fondions  de  mais  il  arrive 

allez  fouvent  que  par  la  fubflitution  de  — % , ou 
dy  = zdx,  on  parvienne  a des  équations  finies,  & 
même  algébriques  entre  x 8c  /,  fans  employer  les  mé- 
thodes ordinaires  d’intégration;  c’eft  ce  que  nous  allons 
éclaircir  par  des  Exemples. 

Soit  la  différentielle  ydx  — xdy—a^d  x'“  —^dÿ7  ; 
en  d"harafla  nation  f'gne  radical,  on  aura 

—*  2 - » ixz-\-aady*  ; & 
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faifant  dy~zdx,8c  divifant  par  d x , l'equation  fe  réduit  a 

cette  forme  / = z x — h a ^ i — h z z, \ qui  renferme  encore 
une  expreflion  différentielle  a caufe  d ejj  = z.  Si  on  dif- 
férence une  fécondé  fois  l'equation/  — z x-t-a  v i-+*x, 

on  aura  dy  = zdx-¥xdz-¥-^llj=z. . Or  fubftituant 

rTTzz 

xdx  a la  place  de  dy , on  aura  xdz-*-  —o  ? & 

y Ï-+ZZ 

di  vifant  par  d z on  aura  x = . Enfin  a caufe  de/  = 

xx-+a  ^ x -+-xz,  on  trouvera  par  fubftitution  / = 
a II  fera  maintenant  aile  de  faire  difparoitre  la 

variable  % des  deux  équations  x—-  , &/  = 

— ■ ■■  ; il  ne  faut  qu’ajouter  enfemble  les  quarrés  xx 

* I -+  w 

&//,  on  aura  xx-4 -yy—  *••••  , équation  al- 

gébrique entre  les  variables  # & / , d’où  l’on  voit  ce 
cas  afféz  fingulier,  qu’une  différentiation  réitérée  peut 
conduire  a l’intégrale  cherchée . 
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On  refoudroit  de  même  l'equation  plus  compliquée 

ydx — xdy—ai//dx:  -W/"3”,  dont  on  auroit  de  la  pei- 
ne a trouver  l’intégrale  par  d’autres  voyes.  Nous  fup- 
poferons  dy  = zdxy  pour  avoir  Ÿ dxl -+dyi  = 
dx^i  -h Z1  , 8c  par  confequent/ — zx=a^  i -t-zJ  , 

8cyz=zx-+ai/ i-+-z3  ; maintenant  par  une  double  dif- 
férentiation, on  trouve  dy=. zdx ül£î__  . 

^(l-4-sO*  * 

d’où  l’on  tire  o — xdz-¥  —zdz  .^n» — ■ ~«zx 

& ? — -rrza  — 8c  en  ajoutant  les  cubes,  on  trou- 
v (i-+sY 


vera  /'-h-# 


* .-S  *3(  I— g*5)  1*3 


(*-t-s5) 


31* 


a 


I -+S3 


; d’où  l’on 


tire- 


i a*— b x3— f-^3 


I -f23 


, & par  confequent  / = 


t/(.i-+zi)x 


(*3-+*3  -4->3)  ' 


, & enfin  4 «*/*=(«*-».»* -+.^5  )*. 


CCCCVII. 

Si  on  vouloit  intégrer  par  les  méthodes  ordinaires 
l’equation  precedente  / d xz  — i xy  à xdy -+X1  dy*  =: 
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, . , , I — i xydxdy  — aadS  -+yidxt 

■ a dy1,  ou  dy  = » 


on  auroit  en  multipliant  le  numérateur  8c  le  dénomi- 
nateur par  a a — XX)  8c  en  tirant  la  racine  quarrcc  dy 

— xy<ix-+‘'‘ixi/x*-+yv—aa  comme  il  eft  aifé  de 

a a—  x x 1 

s’en  afsûrer  en  quarrant  de  nouveau,  & en  fubflituanc 


pour  aadx *,  8c  pour  aadx1-Jraadyz  leurs  valeurs 
refpectives  que  donnent  les  équations  precedentes,  car 
on  aura  alors  une  expreflion  identique:  donc  1 équation 
propofée  deviendra  a ad  y — xx  d y —‘r  x y d x=-  a d x X 

|/xx-t- yy  — aa,  dont  il  faut  maintenant  chercher 

l’intégrale  . Soit  pour  cela  y = « i/aa  — xx  ; on  aura 

*/**-+-// — aa  = l/ (a a — xx){uu  — i),  8c  dy  = 

du  y'aa  — xx “ * a * — ; d’où  l’on  tire  aady — xxdy 

y aa  — ** 


X 

~+xy dx=du{aa — xx)*  ~adxV  aa — xx.l'  uu — i , 

ou  - , équation  dans  laquelle  les  va- 

riables  x 8c  u font  feparées. 

Nous  obfcrverons  maintenant  que , refoudre  une 
équation  foit  différentielle,  foit  intégrale  , n’efl  autre 
chofe  que  de  trouver  une  valeur  de  * en  ou  de  / 
en  x,  qui  étant  fubfiituce  dans  cette  équation  donne 

o=o. 
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o — o.  Or  fi  on  fait  dans  la  transformée  i* u u i 

= ou  ««  = i,  on  voit  que  cette  condition  fatisfait 
a l’equation,  puifque  le  membre  adx^  aa — a. 

— i s’évanouit  en  même  tems  que  du  (a a — **)% 
a caufe  de  k»=i,  8c  par  confequent  du—o.  Donc 

en  fubflituant  «=rti>  on  aura  y-—\-  K gg — 
ou  ##-*•/ y — ° “ , comme  cy-deffus . 

Si  on  vouloit  intégrer  l'equation  —r— — z=z-anx — 

* V uu—  I aa  — ** 

par  le  moyen  des  logarithmes,  on  auroit  L.  («— 

— 1 ) = 7 L-  »*(•“ rf)>  & h -h  S Tu—i  — n X 

/— — : n étant  une  confiante  arbitraire:  d’où  l’on 

a — — x r * 

tire  u — ; & par  confequent 


y — uyaa — xx  — ~ (a  — H x ) — H ■—  (a — x),  équation 
différente  de  la  première.  Enfin  on  trouveroit  encore 
un  autre  refultat,  en  confiderant  la  transformée  xdx 
— \-—=^==.  — o • il  efl  clair  que,  cette  équation  étant 

multipliée  par  d$,  on  pourra  regarder  dz  comme  zéro, 
c’efl  a dire,  z comme  confiante  que  nous  nommerons 

B b 
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w;  d’où  l’on  tire  immédiatement  zx— i-+zz — nx 
— h a \-¥nn—y . 

On  voit  aifément  qu’on  intégrerait  de  la  même 
façon  toutes  les  équations  de  cette  forme  / dx — *dy  — 

a P adxn-+pdxn  — 'd/ -+',d*n  — <‘d/->r6rc.'i  car  fup- 
pofant  dy—zd*,  on  auroit  y — zx-+ 

a J,  c z“ —h  y z1* , fc  différentiant  de  nouveau, 
& divifant  par  dz , on  trouvera  x=z 

1 —n‘>zu~"  o, 

=-  > 7 — 

-+  » *1*  -t-Ô*  )*  ~l 


1 -+  ( b — ( » — «)jygu— <•  &e. 

n a -+  0 Z'  -+  > 1?  -+  CSV.  )"  — 1 


, d’où 


on  tirera , 


en  chaffant  z , une  équation  algébrique  entre  x 8c  y . 
Or,  puifqu’on  a auffi  dz  = o , & z~m  confiante,  on 

aura  y=.mx — ha  ^ a —+•  p m y m — \r&c. 


ccccvm. 


Ces  différentes  maniérés  de  confiderer  les  différen- 
tielles précédentes,  d’où  naiffent  différentes  intégrales, 
donnent  lieu  a un  cas  bien  fmgulier,  & a une  efpece 
de  paradoxe  dans  le  Calcul  Intégrai.  On  s’imagine 
communément  qu’ayant  une  équation  différentielle  quel- 
conque, on  n’a  qu’a  chercher  fon  intégrale,  & ajouter 
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une  confiante  a cette  intégrale,  pour  avoir  la  plus 
grande  généralité  poffible,  & on  ne  doute  pas  alors 
d’avoir  une  intégrale  qui  fatisfaffe  a toutes  les  folutions 
polTibles.  Nous  venons  cependant  de  démontrer  qu’on 
peut  trouver  uue  valeur  de  x en  y , qui  n’eft  pas  conte- 
nue dans  l’equation  intégrée,  quoiqu’elle  donne  une  re- 
folution  de  l’equation  différentielle.  Ainfi  dans  l’exem- 
ple a a d y — x x d y —¥  xy  d xzz=.a  d x^  x x-*-  y y — a a , 
où  les  variables  font  mêlées,  nous  avons  fait  voir  que 


par  la  fubflitution  de  y — uS' aa  — xx,  on  a la  feparée 


d u 


a d x • 

~Za  ‘—  x V > dont  l'intcgrale  prife  dans  toute 


ST, 


fon  etenduë  feroit  u-t-S'uu — i — « 

* a — x 


d’où 


nous  avons  tiré  l equation  y~~^  ( a -t-  * ) -+• (*— -x). 

Or  il  efl  évident  que  cette  intégrale,  quelque  generale 
quelle  foit  a caufe  de  la  confiante  indefinie,  ne  renfer- 
me pas  l’equation  yy-^-x x — aay  qui  fatisfait  cepen- 
dant a la  différentielle  propofée. 

On  peut  ramener  toutes  les  équations  différentiel- 
les, qui  font  dans  ce  cas  de  fingularité,  c’ell  a dire, 
qui  échappent  a l’intégration  ordinaire , a la  forme  ge- 
nerale Vdz  — Z (Pd x-i-Qdy)  , dans  laquelle  z efl 
une  fonélion  quelconque  des  deux  variables  x & y , & 
Z une  fonélion  quelconque  de  z;  P,  & étant 


ip6  Elemens  du  Calcul  intégral 
auffi  des  fondions  quelconques  des  variables  x 8c  y . 
Car  il  eft  évident  qu’en  faifant- Z = o , cette  fuppofi- 
tion  fatisfait  a la  queftion,  puifque  de  lk  on  tire  as 
égalé  a une  confiante,  8c  par  confequent  dvc  — o\  ce 
qui  fait  évanouir  les  deux  membres  de  l’equation , 
comme  il  le  faut.  Ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 
ces  fortes  d’équations  finguliercs  font  renfermées  dans 

la  forme  ~~~~  — d.Sxy , dans  laquelle  Sx y eft  une 

lu d 

fonflion  quelconque  de  * & de/;  9 xy  une  autre,  & 
1 9 x y | defigne  une  autre  fonélion  de  la  fonélioti  9*/, 
mais  telle  que,  9*/  étant  égalé  a zéro,  9 xy  le  foit 

aulfi.  Toutes  les  équations  renfermées  dans  cette  for- 
me auront  la  fingularité,  dont  nous  traitons.  Car  on 
voit  aifément  les  deux  folutions  que  donne  cette  équa- 
tion différentielle  ; l’une  eft  C -+■  6 xy  — S.  ' r *■ , que 

1»X-M 

l’on  trouvera  en  intégrant,  8c  l’autre  eft  9 = 

que  l’on  a fans  intégration,  ce  qui  peut  fervir  a expli- 
quer ce  paradoxe;  car  on  voit  par  lk  qu’il  ne  fc  trou- 
ve que  dans  des  Problèmes,  qui  n’avoient  pas  befoin 
d’intégration  pour  être  refolus.  Cette  reflexion  pourroit 
s’éclaircir  par  des  Problèmes  de  Géométrie;  mais  ces 
difcuffions  n’entrent  pas  dans  le  plan  de  nôtre  Ouvra- 
ge: il  nous  fuffit  d’avoir  fait  voir  que  ce  Cas  ne  peur 
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faire  une  exception  a la  réglé  generale  du  Calcul  In- 
tégral. 

C’eft  par  cette  même  raifon  qu’il  arrive  quelque 
fois  qu’une  équation  différentielle  n’cft  pas  intégrable , 
ny  même  feparable , dont  on  peut  trouver  neantmoins 
la  refolution  par  une  équation  finie , qui  fatisfait  a la 
queftion . Ainfi  l’equation  différentielle  aaÇaa — xx)dy 

—¥aa x y d x=.{a  a — * *)  (ydx—xdy)^ xx-i-yy- — aa^ 
qui  fe  réduit  a la  forme  generale  precedente,  & dont 
on  tenterait  en  vain , l’intégration  eft  cependant  refolu- 
ble  par  la  fuppofition  de  yy-+xx=aa.  Car  fuppofant 
y y— xx — aa=o,  les  deux  membres  de  l’equation 
s’evanoüiffent . Puifque  le  fécond  membre  de  l’equation 
(an — xx)[ydx — xdy)^ Kx-t-yy — a a efl:  multiplié 

tout  entier  par  S y y -¥x  x — aa=zo,  il  efl  évident  que 
ce  membre  efl  —o  . Déplus  yy—\rxx  = aa  & par  con- 
fequent  lydy-t-ixdx,  ou  y dy -\-xd x = o ; mais  le 
premier  membre,  a caufe  de  a a — xx—y',  devient 
aayz  d y-¥ciay  xdx  = aay(y  d y -¥xdx)  j donc  il  efl 
=o . On  le  verrait  plus  clairement,  en  fuppofant  y = 

x ; car  alors  l’equation  prendra  la  forme  aadz 

= (yd  x — xdy)  ^ zz — i , & faifant  7.  — V'  zz  — i , 

ou  aura^zz — 1=0 j ou  z=i,  & par  confequent 
yy—^xx  = aa. 


tg8  Elemens  du  Calcul  Intégral 
CCCCIX. 

Lemme  . Si  on  multiplie , ou  fi  on  divife  une 
différentielle  quelconque  par  une  fonélion  de  fon  inté- 
grale , le  produit  ou  le  quotient  fera  une  différentielle , 
qu’on  pourra  toujours  intégrer  par  la  première  Partie 
du  Calcul  Intégral . 

Démonstration.  Soit  dx  une  différentielle  quel- 
conque dont  l’intégrale  eft  x,  & X une  fonélion  de  x; 

d 3C 

il  eft  évident  que  le  produit  Xdx  & le  quotient  — 

feront  des  différentielles  a une  feule  variable  x . On 
pourra  donc  les  intégrer  l’une  & l’autre  par  les  métho- 
des de  la  première  Partie , & l’intégrale  du  produit , 
S.  Xdx  fera  égalé  a l’aire  d’une  courbe  dont  l’abfciffe 
fera  x,  8c  l’ordonnée  perpendiculaire  X ; l’intégrale  du 

quotient,  S.  — fera  égalé  a faire  d’une  autre  courbe, 

qui  aura  x pour  abfciffe,  8c  ~ pour  ordonnée  perpen- 
diculaire. C.  j£>.  F.  D. 

ccccx. 

Corollaire.  Suppofé  qu’une  équation  différen- 
tiélle  foit  compofée  de  deux  membres , dont  l’un  foit 
intégrable,  8c  que  F reprefente  une  fon&ion  quelcon- 
que de  fon  intégrale,  & que  l’autre  membre  foit  le 
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produit  Qày  d’une  différentielle  exafle  d y par  une 
quantité  quelconque  fi,  en  multipliant  toute  cette 
équation  différentielle  par  la  fonélion  F de  l’intégrale 
de  fon  premier  membre,  on  trouve  dans  le  fécond 
membre  multiplié  par  cette  même  fonélion,  ou  dans 
FQdy,  que  le  produit  Fj^eft  une  fonélion  quelcon- 
que de  l’intégrale  y de  1a  différentielle  exaéle  dy  ; tou- 
te l’equation  ainfi  multipliée  fera  intégrable  par  les  mé- 
thodes de  la  première  Partie . Cela  eft  évident  par  le 
Lemme , puifque , par  cette  multiplication , le  premier 
membre  de  l’equation  deviendra  le  produit  d’une  diffé- 
rentielle par  une  fonélion  de  fon  intégrale , & que  le 
fécond  membre  deviendra  aufli  le  produit  d’une  autre 
différentielle  par  une  fonélion  de  fon  intégrale. 

Pour  rendre  plus  clair  ce  Corollaire  important  foir 
une  équation  différentielle  ydx  = o.  En  ajoutant  de 
côté  5c  d’autre  x dy  y on  aura  ydx-¥xdy^=zxdy-y 
l’intégrale  du  premier  membre  y d x-¥  xd  y de  cette 
équation  eft  xy  \ le  fécond  membre  x dy  eft  le  produit 
de  la  différentielle  exaéle  dy  par  la  quantité  x.  Sup- 
pofons  premièrement  que  F foit  une  fonflion  quelcon- 
que de  l’intégrale  xy  du  premier  membre;  en  multi- 
pliant toute  l’equation  y d x -+-xdy=z  x dy  par  F,  on 
aura  F(ydx-+xdy)  = Fxdy;  le  premier  membre 
F.d(xy)  fera  intégrable  par  le  Lemme  precedente,  & 
le  fécond  membre  Fxdj>  le  fera  aufli,  lorfque  le  pro- 
duit F x fera  une  fon&ion  de  y. 
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CCCCXI. 

On  fe  fert  avantageufement  du  Corollaire  prece- 
dent pour  trouver  quelques  formules  d’équations  inté- 
grables  par  le  moyen  de  l’equation  z—-rj,  ou  dx  — 
zdy  = o.  On  met  pour  cela  cette  équation  fous  la 
forme  fuivante  dx — zd y — y d z—h y d z = o . Enfui- 
te  on  la  multiplie  par  une  fon&ion  X de  x,  & on  y 
ajoute  zydX  — zydX , ce  qui  ne  la  change  pas. 
On  a par  lia  l’equation  Xdx  — Xzdy  — Xydz  — 
zydX— \-yXdz  — \-zy  dX—o , ou  bien  Xdx  — Xzdy 

— Xydz  — zydX=z — yXdz  — zydX.  Or  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  efl  intégrable , & fon 
intégrale  eft  , comme  on  le  voit  en  prenant  la  diffé- 
rentielle, S.  Xdx — yzX.  Le  fécond  membre  efl  la 
différentielle  de  — zX  multipliée  par  / . Donc  , en 
multipliant  toute  l’equation  par  une  fonélion  <p(S.Xdx 
— Xyz ) de  l'intégrale  S.Xdx  — Xyz  de  fon  premier 
membre,  on  aura  pour  produit  l’equation  q>(S.Xdx — 
Xyz){mXdx— -d.(Xyz)}=z  — d.(zX)  X ? <?(S.  X d x 

— Xy  z ) , qui  fera  intégrable  , lorfque  y X $(S.Xdx 

— Xyz)  fera  une  fonélion  de  zX  (Art.  ccccx. ). 

CCCCXII. 

THEOREME  VI.  L’equation  Xdx  — d.(Xyz) 
— — y.d.(Xz)  eft  intégrable,  lorfque  l'intégrale  du 

premier 
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premier  membre  S.Xdx  — Xy  z eft  égalé  a une  fonélion 
du  produit  de  y multiplié  par  une  fonction  de  Xï. 

Démonstration.  Soit  ?'(Xz)  une  fonélion 
de  Xz;  f{/ij)'(Xz)}  une  fonélion  du  produit  / X 
ç'(Xz).  On  a,  par  la  fuppofition , S.Xdx — Xyz 
= /{/.9'(Xz)}.  En  confiderant  /.ÿ(Xz),  com- 
me une  feule  inconnue  «,  & le  membre  S.Xdx — . 
Xy  z,  comme  une  autre  inconnue  r,  on  aura  *=?"(«); 
d’où  il  fuit,  par  la  nature  des  équations,  que  u fera 
égalé  a quelque  fonélion  de  r,  que  nous  defignerons 
par  y ( t ) , ou  par  <p(S.Xdx  — Xy  z ) ; on  aura  donc 
<p(S.Xdx — Xyz)=y.<p'(Xz')  ; 8c  puifque  Xdx  — 
d.  ( Xy  z ) = — y.  d.ÇXz ) , en  divHânt  de  côté  & 

d autre  par  des  quantités  égalés , on  aura  - -,-s  A ax  — xÿ~) 

—y.d.(Xz)  — d.(Xz)  • , , 

= /pC *T)~=  ç(x—  > équation  , dont  chaque 

membre  eft  une  différentielle  divifée  par  une  fonélion 
de  fon  intégrale;  donc  cette  équation,  & par  confe- 
quent  la  propofée  feront  intégrables  ( Lemme  Article 
ccccix.  ).  C.  F.  D. 

CCCCXIII. 

Corollaire.  L’equation  Xdx  — d. (Xyz)  = 
—~y.d.(Xz)  efl:  intégrable,  lorfqu’on  a cette  autre 
équation  S.Xd x — ay  Xz—^-by  X*  z ; a,  b , n étant 

C c 
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confiantes.  Car  cette  derniere  équation , en  ôtant 
yXx  de  part  & d’autre,  devient  S.Xdx — yXz  = 
a y Xi.  — y X z-+ùy  X"  za  —y  £œXz  — Xz-+/>(Xz)u 

= =/-9(X*).  On  aura  donc  ~.xdx_Xyz  = 

— y.  H.  (x  -J  — . — 'f;  f X*  ).  & en  int^grant  part  & 

d’autre  , L.  (S.  X d x — Xy  z ) :=  S.  — Y'  C.  con- 

fiante. 

Exemfle.  Suppofé  que  dans  les  deux  équations 

J 

du  Corollaire  on  ait«=i,  ù=zi,  » = i,X=x1  , ou 

1 1 

que  ces  deux  équations  foient  x*  dx—  d.(y  xiz')~ — 

I 1 Y 

y.d.(y  x1  z)  ,&  »-2/x1z=  3/*  "z,  on  aura 


( * \ \ \ _j  ( 7.) 

pour  intégrales  Z.  — * 1 — y a ' z J —S.  — — — - 


C. 


1*5 


x1  z ) -\-L.q^  en  mettant  Z.  q pour  la  con- 


x xi 

liante  C.  Or  Z. ( x * z ) = Z. (*‘z)‘  , & Z.  q — Z. 


; donc  Z. 


( 


A i 

i>  * 

— x — y x z 
i 7 
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& en  repaflânt  des  logarithmes 


203 
aux  nom- 


L i 

bres  ) * — y * 1 * = "7"  7 = tt  J par  confequent 

U7*)7 

zi  i j 

y*4»1 — yx*z1~q.  Si  on  fubflitue  dans  cette  equa- 


-i,’ 


tion  la  valeur  de  % = = ~ , qu’on  tire  de  l’e- 


5. 
i 1 


quation  — x =3/x  z,  on  aura 


Z , — L 

2 4 ,/ 1 x 4 

7*  • 


/> 


àx 


TT =<7,  équation  fans  ou  fans  ^ , & par  laquel- 


le on  peut  trouver  la  valeur  de  x en  & celle  de  y 
en  x . 


CCCCXIV. 

THEOREME  VII.  Si  on  a l’equation  x— bZ— hâ 
:=>iûŸ‘"'  ITT>  dans  ^a9ue^e  a une  confiante,  Z 

d x 

une  fonflion  de  2,  Bc  z = — , ou  d x — zdy~o,  on 
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t 

aura  aufli  l’cquation  fuivante  (# — 

i r — dz 

r tdz 

Démonstration.  L’equation  propofée,  en  ôtant 
y%  de  part  & d’autre,  devient  x — yz—^rZ  — ba  = 

v%~ZÎl(y  — i2-)'  comme  on  le 

voit  clairement,  en  faifant  le  quarré  de  (/  — 77)1 
qui  efl  y y — —d — — H — t - , & le  multipliant  par 

tj|;  car  le  Produit  eft  ^'rr—  Donc 

en  prenant  la  racine  quarrée  des  deux  membres  de 

X 

l’equation , on  aura  (x — y z-¥Z-¥a)*  = (/ ) X 

f/ jjY-  Mais,  par  l’hypotefe  , dx — zdy  = o ; par 
confequent  d x — zdy  — y d * -+•  d Z =:  — y dz—>rdZ  , 

onc  à»  — zdy  — y d z~+  d Z — y d : -bd  Z 

i (V  — ±L)  l/~ 

, L V'  > V »**■ 

(x — y z-+  Z -+a) 

• — — :-f__  = • 8c  par  ce  que  dx  — zdy — « 

(y-lL)SslS  sn I’  F 1 ‘ ' 

ydz-\-dZ  eft  la  différentielle  de  (x— -yz— l-Z-4-  n). 
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en  intégrant  chaque  membre  de  cette  demiere  équa- 


tion, on  aura  (# — yx  — bZ^+a)1 
C.  4).  F.  D, 


= - S.  —d'. 


ilî. 


GGCCXV. 

I heoreme  VIII.  L’equation  dx — zdy  — o eft 
intégrable,  lorfqu’on  a l’equation  * — y z-+Z -ha  = 

9 {•£'(/  — -tt)}»  dans  laquelle  Z & Z'  font  des 

fonctions  de  z,  & Kz'O’-tt)}  une  fonction  du 

produit  Z'X  (/  — 4f)- 

Démonstration.  Puifque  * — /sn-Z-i-^ 

<P  { z (/  — 4f  ) 3-  > on  aura 9'(«— / * -hZ-H/r)=ZX 

(?  — ~),&  parce  que  l’equation  rfx — zd/=zofc  réduit  a 
celle-cy  <fx — zd y — ydz-+dZ=z — ydz-^-dZ , on  aura 

à x — zd  y — y d z— bd  Z — (yd  z — d Z) — d ï ( y — dJL ) 

C * — J z—rZ-t-a)  ç>\x — JrZ-bZ  -+j)  ^ 

= — . Et  puifque  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion font  deux  différentielles  divifées  chacune  par  une 
fonélion  de  leur  intégrale  , ces  deux  membres  font  in- 
tégrables (par  le  Lemme  Art.  ccccix.).  C.Q.F.D. 
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CCCCXVI. 

Nous  allons  expliquer  dans  les  Problèmes  fui  van  ts 
une  méthode  generale  pour  intégrer  un  nombre  quel- 
conque N d’équations,  renfermant  le  nombre  2V— t-i 
de  variables  r,x,/,  z,k,  &c.f  chaque  équation  étant 
de  la  forme  adx-Jrbdy—¥cdz—*-(2'c.—¥{hx-Jrky-*- 
lz-+&c.)Tdt-*-Sdt—0)  dans  laquelle  «, £, c, ÔV., 
£,&,/,  Ôï.  font  des  confiantes  quelconques,  ou  zéro, 
T une  fonélion  de  r,  la  même  dans  toutes  les  équa- 
tions, & fl  une  fonflion  de  r,  qui  peut  être  différente 
dans  les  différentes  équations,  ou  zéro.  Pour  intégrer 
ces  équations,  on  les  multiplie  toutes,  excepté  une 
que  nous  fuppoferons  toujours  être  la  première,  par 
différents  faéleurs  conflans , mais  indéterminés . Enfuite 
on  ajoute  toutes  les  équations  ainfi  multipliées  a la 
première,  on  a celle  qui  refulte  de  cette  fomme;  on 
détermine  les  valeurs  des  faéleurs  ou  coefficients  con- 
fiants, de  telle  forte  que  cette  équation  fe  reduife  a 
la  forme  de  l’Article  ccclxxxii.,  ou  a une  autre, 
dont  les  variables  puiflent  fe  feparer.  Nous  avons  déjà 
traité  deux  équations  de  cette  forme  dans  l’Art. 
CCCXLVll.,  mais  nous  devons  expliquer  icy  plus  au 
long  ce  que  nous  avons  dit  brièvement  dans  l’endroit 
cité. 
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Problème  V.  Trouver  les  intégrales  des  deux 
équations  d x-b(a  x-bby)  d t = o,dy  -+(bx-bky)d  t 
— 0 . 

Solution  . On  multiplie  d’abord  la  fécondé  de 
ces  équations  par  un  faveur  confiant  & indéterminé 
A\  elle  devient  A dy  —b(b x—bky) Ad r=o.  On  ajoute 
cette  équation  a la  première,  ce  qui  donne  la  fomme 
dx—bA  dy  -+■£(<? — h b A)  x — h(  b —b  k A)  y~y  d t . En- 

luite  on  fait  enforte,  que  dans  cette  équation  la  quan- 
tité qui  eft  multipliée  par  dr  devienne  un  multiple  de 
x-bAy,  intégrale  de  la  différentielle  dx-bAdy , afin 
qu’ayant  fuppofé  x — v-Ay—u,  8c,  M étant  une  con- 
fiante indéterminée,  l’equation  prenne  la  forme  d a -b 

Mudt—o , ou^f-+-Mt/r=o,  dans  laquelle  les  variables 

u 8c  t font  feparées.  On  aura  donc  par  cette  hypothefe 
a x —b  b A x—bby —bk  Ayz^M  x—b  M Ay  y $c  en  compa- 
rant terme  a terme  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, ax-bhAx—Mx,  8c  by-bkAy=MAyfd'oh 

l’on  tire  M=a—bb  A,  8c,  M=  —j—;  par  confequent 

a-bhA =z  ■"  , 8c,  par  les  réglés  connües  de  l’Al- 

gebre,  b A A-ba  A — kA—b,  8c  A~ — ^ — 
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— — — a donc  Par  deux  vaieurs  de 

A ; 8c  fuppofant  x-i-Ay  — u,  ou  d x-+-  A dy—d  », 
puifque  M=a-+b A,  on  aura  du-\-(a—\-bA)udf=zo, 
ou  A)  d t = o , & — = — dt(a-+bA); 

8c  y en  intégrant,  L.«=C — t(a—*-bA),  C étant 
une  confiante.  Donc  en  prenant  e pour  le  nombre, 
dont  le  logarithme  efi  l'unité,  ou  en  fuppofânt  L.c—  i, 
8c  L.g  = Cy  on  aura  L.u  = L.g — r (a-+-  b A)  L.e=z 

L.g-¥L.é-,('a^hA'>  = L.gc-,{a-+hA),  8c  par  confe- 

qucnt  u=ge~ bA)^  cela  p0fj?  foient  py  p'  les  deux 

valeurs  de  A trouvées  cy-deflus;  8c  au  lieu  de  l’equa- 
tion  x —y-Ay  = u , on  aura  ces  deux— cy  x-y-py  — u , 
8c  x-*-p'y=u;  8c  de  même  au  lieu  de  l’equation  « — 

g — ' (a-+kA  Qn  aufa  Jes  Jeux  fuJvantes  u=z 

ge  & « — g e~ ) . Des  deux  équa- 

tions x-4 -/>/=«,  8c  x-4-p'y—u  on  tire  aifément  les 
valeurs  de  / & de  * ; car  en  retranchant  la  fécondé 
équation  de  la  première,  on  a py — p'y  = u — »',  & 

y — ~j_%  ; 8c  par  la  première  équation  on  trouve 

f pu  p U’  N p'u  — pu' 

« = w—A/==«~-(~7Z7-)  = -7=>  • Dans  ces 

valeurs  de  x 8c  de  y y on  mettra  pour  « 8c  pour  u 

leurs 
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leurs  valeurs  8c  ge~* (a~*‘hp  ) y & on 

déterminera  les  confiantes  g 8c  g par  les  valeurs  que  x 
8c  y doivent  avoir,  lorfque  r=.oy  où  efl  égalé  a quel- 
que grandeur  connue,  & on  aura  les  intégrales  cherchées. 

Cette  Solution  ne  peut  fouffrir  de  dificultés,  que 
dans  le  cas  où  l'equation  b A A-¥  a A — kA — b=.o 
ne  donne  point  deux  valeurs  de  A , ce  qui  arrivera  fi 
h — o , ou  b = o , & dans  le  cas  où  les  deux  valeurs 
de  A font  égalés.  Or  i.°  Si  b=zo,  une  des  valeurs 

de  A eft  =o,  8c  l’autre  efl  ; c’efl  pourquoi  il 

n’y  a qu’a  fuppofer  dans  les  formules  precedentes 
& l’on  aura  les  valeurs  de  y 8c  de  x.  z.°  Si 
b — oy  la  fécondé  équation  dy—^(bx  — \-ky)dt~o 

fera  dy -+ky  dt  — o , ou  —■  — — kdt,  d’où  l’on  tire 

y—mc~kt , m étant  une  confiante,  8c  par  confequent 
y fera  une  fonflion  de  r,  que  nous  defignerons  par  ô; 
8c  en  fubflituant  cette  valeur  de  y dans  la  première 
équation  d x—haxdt ->rby dt  — o,  elle  devient  dx-+ 
axdr-+b6  dt  — o , équation  qui  fe  réduit  a la  formule 
de  l’Art,  ccclxxxii.,  8c  qu’on  intègre  par  cet  Article. 
3.0  Si  les  deux  valeurs  de  A,  p 8c  p font  égalés,  on  aura 

toujours  u=.ge~~,('a~¥hp\  en  mettant  p pour  A ; 

fubflituant  enfuite  cette  valeur  de  w dans  l’equation 

D d 
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x_4 .pyz=zuy  on  aura  *~ge~  ' (a~+hf } — py  . Ott 
mettra  cette  valeur  de  * dans  la  fécondé  équation  dy 
->rbxdt->rky  dt  = oy  8c  elle  deviendra  dy-+kyd  r-+* 

h g r ' ( * H" h p ) d t — h p y dt =. 0. , 01 a dy  -4- ( k — bp ) y d f 

-+{>gc~,('a~hhp)  dt  = °,  équation  qui  fe  réduit  enco- 
re a la  formule  de  l’Art,  ccclxxxii.  4.’  Enfin  fi 
les  valeurs  de  A etoient  imaginaires,  le  Problème  fe 
refoudroit  toujours  de  la  même  maniéré.  Car  nous 
avons  vù  (Art.  xcvm.)  que  les  exponentielles  imagi- 
naires fe  reduifent  toujours  a A -4-  B -7 , A — B X 

f/ 1 } A & B étant  des  quantités  réelles;  8c  fi  les 

valeurs  de  x & de  y dévoient  être  réelles,  les  imagi- 
naires en  difparoitroient , 

ÇCCCXVIII. 

Problème  VI.  Trouver  les  intégrales  des  deux 
équations  d x — t-  (<*  x-+-by)  T d r ê = 0,  <//-+- (^x— 4* 

ky)T d t-¥# dt  — o,  dans  lefquelles  T eft  une  fon- 
ction de  r,  & 6,  6'  aulfi  des  fondions  quelconques  de 
r,  ou  zéro. 

Solution.  Elle  eft  a peu  prés  la  même. que 
celle  du  Problème  precedent.  Car  en  multipliant  la  fé- 
condé équation  par  A , 8c  ajoutant  le  produit  a la  pre- 
mière équation,  on  aura  dx-i-Ady-y{Ê(a-^bA)  » 
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•-4-  ( b —4-  k -Æ) y ~y  T d t -H-  ( G — & A )dt  0 • Enfuite  fi 

on  fait  dx-¥  Ady=.du,  oux-f//=«,  &t(a-+b  A)  x 
' (b  -+  k A)  y — M x M A y , on  trouvera,  comme 

dans  le  Problème  precedent,  M—a-*bA=.  - ~J  A £ 

(l^i)  -j;  ^ 4i£  , & du-*r{a-\rb Â)  X 

uTdt-+‘(6-*-V A)dt=o , équation  qu’on  intégrera  par 
la  méthode  de  l’Art,  ccclxxxii.  Suppofé  prefentement 
que  les  deux  valeurs  de  ^ foient  />,  & />',  on  trouve- 
ra encore,  comme  dans  le  Problème  precedent,  / — 

ÜZÜi  & x — - . & dans  ces  deux  valeurs  de  8c 
p — p * P — P 1 

de  x on  mettra  pour  « & pour  u leurs  valeurs  trouvées 
par  l’Art,  ccclxxxii.  C.  Q F.  T. 

CCCGXIX. 

Corollaire.  Il  ne  fera  pas  plus  difficile  d’inté- 
grer les  deux  équations  dx-+mdy—+-(ax-4-by)Tdr 
-+Sdt=o  ; dy  — +•  ndx-*r  (bx— +•&/)  Tdt-+S'dt  = o. 
On  multipliera  la  fécondé  équation  par  Ay  & ayant 
ajouté  ce  produit  a la  première  équation,  on  aura 
( i-*-nA)dx—*‘(m-+-A)dy-+(a—*-bA)MT dt-+-(b—¥ 
kA)yTdt-+(b-+AW)df=.o.  On  fera  enfuite  (i-+* 
n A)  x-¥(m—¥A)y—u  , & (a—*-bA)x-*-(b~hk-d)y 
—M(  i-+nA)x-+M(m-+A)y>  d’où  l’on  tirera  M 
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m -4-  b A -mm b k A â -+  h A b — 4*  k A ç « 

== — M— — . — - — 3 = — — , & du- 4- 

i —4"  v A ' m A y i — 4-  n A m —4»  A ’ 

MuT  dt-*-(É~i-Af>')dtz=Lo.  On  fera  le  refte  comme 
dans  le  Problème  precedent,  en  fe  fervant  de  l’equa- 
tion  ( i — t -nA)x-\-{m-^A)y  — u>  au  lieu  de  x— +- 
<ty— u , & ayant  egard  aux  différentes  valeurs  de  A 
& de  M. 

On  voit  bien  encore  que , fi  dans  les  équations 
propofées , les  deux  premiers  termes  dx  & dy  etoient 
multipliés  par  des  confiantes  quelconques , la  folution 
n’en  feroit  pas  plus  difficile  ; & d’ailleurs  il  eft  évident 
qu’en  divifant  chaque  équation  par  la  confiante  qui 
multiplie  fon  premier  terme,  on  la  reduiroit  a la  for- 
me propofée  dans  ce  Corollaire. 

ccccxx. 

Problème  VII.  Intégrer  les  trois  équations  du 
-4-  (ax-^by—ï-cz  ) dt—o;  dy-¥  {b x—t-ky—*-l z)  dt 
o i d z—¥(m  x—¥ny  —¥pz)d  t^=.o  . 

Solution.  En  multipliant  la  fécondé  de  ces  e- 
quations  par  une  confiante  indéterminée  A , & la  troi- 
fieme  par  une  confiante  indéterminée  B , les  trois  e- 
quations  feront  alors  dx— t-  ( a x — >rby-*-cz  )dt=zo  ; 
Ady—t-(Abx-+Aky—*-Alz)dt~o;  Bdz-*-(Bmx—ir 
B n y — t-  B p z)  dt  = o . On  les  ajoutera  enfemble , la 

fomme  fera  dx— \r  Ady-*-Bdz-+  ■£(*— \-Ab-*- Bm)  H 
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2I3 

—b(b-~bAk-~+mBn^p—b(c—bAl—bBp)z'ydr^zo.  En- 
fuite  on  fuppofera  dx-b  Ady —bB dz~day  ou,  en  in- 
tégrant, x-bA/-bBz=u,  8c(a-+Ab-bBm)x-b(b 
—bAk—b  Bn)y-b  (c— +-  A l —h  B p)  z M (x  —h  Ay—b 

£2)= Mu= Mx—bMAy  — i-MB  z ; afin  d’avoir  l’e- 

quation  dti-t-Mudt=:o,  ou  — - Mdty  dans  laquel- 

le les  variables  u 8c  t font  feparées,  & dont  l’intégrale 

eft  i.«= — Mt-bC  confiante,  ou  u—g e , Puis 
on  comparera  terme  a terme  les  deux  membres  de  l’e- 
quation  {a-bAh-bBm)x-b{b~bAk-bBn)y~b{c-b 
Al-bBp)z=zMx—bMAy—bMBzy  en  égalant  en- 
tr’eux  les  termes  homologues,  & on  aura  les  trois  e- 
quations  fuivantes,  M~a-bA  h -bBm  ; MA=b~b 
Ak^-Bn-y  MB~c~b  Al-bBp  ; d’où  l’on  tire  les 

deux  équations  «-+^45™  = *——^=: 

^±AL±È1.  La  première  de  ces  deux  équations  a-bAb 

-bBm  — -^~kr¥Sn  donne  & 

fubftituant  cette  valeur  de  B dans  la  fécondé  équation 

a-bAb-hBm— 5 , on  aura,  apres  avoir  fait 

les  réductions  ordinaires,  une  équation  du  troifieme  de- 
gré, qui  donnera  trois  valeurs  de  A. 
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Cela  pofé,  foient  p , p\  p"  les  trois  valeurs  de  A ; 

q , q , <7"  les  trois  valeurs  correfpondantes  de  B,  & r, 

r,  r"  les  trois  valeurs  correfpondantes  de  M\  au  lieu 

de  l'equation  u=ge  on  aura  ces  trois  autres 

• — 1 1 t # r t » h ■**  ft  q 

équations  u~ge  ; u=ge  ; u—gc  , « au 
lieu  de  l’equation  x-+  Ay-+Bz=.u , ou  aura  les 

trois  équations  fuivantes  x-¥py-¥qz~gc~r>  ; x-t* 

p'y  — k-q'z—g  e~ T *j  x -+■  py  — +•  qz  —ge  r * . De  ces 
trois  équations  on  tirera  les  valeurs  de  *yy,  *,  & on 
déterminera  les  confiantes  g,  g',  g"  par  les  valeurs 
que  doivent  avoir  x,  /,  z,  lorfque  t = o,  ou  efl  égal 
a une  confiante  donnée.  C.  F.  T. 

CCCCXXI. 

Remarque.  Si  l’equation  en  A n’a  pas  trois 
racines  inégales,  comme  nous  l’avons  fuppofé,  on  pour- 
ra toujours,  pourvût  que  cette  équation  ait  au  moins 
une  racine , réduire  le  Problème  prefent  au  cas  du  Co- 
rollaire du  Problème  VI.  Car  foit  p la  valeur  de  A , 
q la  valeur  de  jB,  & r la  valeur  de  IW,  au  lieu  de 
l’equation  x-*rAy-*-Bz  — u~L.gc~M‘,  on  aura 
x-¥py-+qz~L.é~~rt  & l’on  réduira  les  trois  équa- 
tions données  a deux , en  failant  évanouir  par  le  mo- 
yen de  cette  derniere  équation  une  des  variables,  par 
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exemple,  *.  Mais  il  peut  fe  faire  que  l'equation  en 
A n’ait  aucune  racine,  ce  qui  arrivera,  û les  coeffi- 
cients qui  affectent  les  différentes  puiffances  de  A , font 
égaux  a zéro.  En  ce  cas,  fi  le  terme  tout  conuù  de 
l’equation  s’évanouit  auffi,  c’eft  une  marque,  qu’on 
peut  donner  a A telles  valeurs  qu’on  voudra,  & le 
Problème  devient  alors  plus  fimple.  Si  le  terme  tout 
connù  de  l’equation  ne  s’évanouit  pas,  on  augmentera, 
ou  on  diminuera  a volonté  un  des  coefficiens  b,  c, 
h , &c.  d’une  quantité  infiniment  petite,  pour  rétablir 
un  des  termes  de  l’equation,  & on  aura  pour  lors  par 
la  réglé  du  Parallélogramme  de  Newton , une  valeur 
infinie  de  Ay  qui  fervira  a refoudre  le  Problème.  Mais 
ce  n’eft  pas  icy  le  lieu  de  demoutrer  cette  derniere  ré- 
flexion, qui  demanderoit  une  trop  longue  explication, 
laquelle  d’ailleurs  appartient  a l’Algebre  finie . 

Il  eft  facile  d’intégrer  par  le  Problème  trois  équa- 
tions qui  contiendront  les  variables  »,  /,  z multipliées 
par  des  confiantes , & par  une  fonélion  quelconque  de 
r,  avec  leurs  différences  auffi  multipliées  par  des  confian- 
tes, & par  une  même  fouéliou  de  r,  & de  plus  un 
terme  quelconque  bdty  é'dty  b“dty  qui  ne  renferme 
que  des  coudantes  avec  t.  On  n’aura  pour  cela,  qu’a 
operer  comme  dans  le  Problème  VI.,  & dans  fbn  Co- 
rollaire; enfin  on  voit  affez,  par  tout  ce  que  nous 
avons  dit,  comment  il  faudrait  procéder  pour  intégrer 
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quatre,  cinq,  &c.,  & autant  d’équations  qu’on  voudra, 
pourvu  quelles  ayent  la  forme  préfcritte  dans  l’Article 
premier  de  cette  méthode.  Au  relie  on  rend  l’inge- 
nieufe  méthode,  que  nous  venons  d’expliquer,  beaucoup 
plus  generale,  en  fe  fervant  de  fafleurs  variables,  & 
indéterminés , & de  la  propriété  des  équations,  qu’on 
fuppofe  être  des  différentielles  exaétes.  Car  fi  l’on  a- 
voit  en  general  un  nombre  quelconque  N d’équations 
différentielles  renfermant  le  nombre  N-+- 1 de  variables 
combinées  entr’elles  de  quelque  façon  que  ce  foit;  en 
multipliant  toutes  ces  équations , excepté  la  première , 
refpeélivement  par  des  quantités  M,  Af,  AT,  (7c.  que 
l’on  fuppoferoit  être  des  fondions  indéterminées  de  ces 
variables , on  ajouteroit  ces  produits  a la  première 
équation;  puis  multipliant  le  tout  par  un  faéteur  P y 
que  l’on  fuppofera  auffi  être  une  fonction  de  ces  varia- 
bles, on  fuppoferoit  de  plus  que  l’equation  totale  eft 
une  différentielle  complette,  & on  deduiroit  les  équa- 
tions particulières  qui  naîffent  de  cette  fubflitution . 
Nous  avons  déjà  donné  un  Exemple  de  cette  méthode 
(Art.  cccxlvii. );  nous  en  joindrons  icy  un  autre. 

Si  l’on  avoit  les  deux  équations  Adx-+B  d/-+ 
C à z=o;  A' d x-+B' dy  — f-C d z = o , dans  lefquelles 
Ay  ByC , A1 , B , C'  font  des  quantités  qui  ne  renfer- 
ment que  des  confiantes,  Sc  les  trois  variables  *,/,  z 
combinées  comme  on  voudra;  on  multiplieront  la  fé- 
condé 
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conde  équation  par  M,  on  ajouterait  le  produit  a la 
première,  & multipliant  le  tout  par  P,  on  aurait 
P{A-\-  A'M)  dx  -+•  P (5 -h SM)  J_y  H-  P (C  -+  C M)  d a 
= 0;  or,  pour  que  celle-cy  foit  une  différentielle  com* 
plette,  il  faut  (Art.  cccxxxii.)  qu’on  ait  les  trois 

équations  fuivantes  — *(p(b-*rm)). 

à.(P(A-bA'M)) d.(p(C-i-C'M))  . </.(/>(B-f  B JW))  _ 

dz  dx  1 

_ Ceft  a ^ 

"(A-+AM)-+P.  il±±f^=ÿ.  (Ch-M)h. 

r.il£±p!X; 

4y  ( C -4-  C M)  -+  P.  — £ I . Si,  a l’aide  des 

deux  dernieres  équations,  on  tire  les  valeurs  de  ~ , 
& de  -jp-,  & qu’on  les  fubftitue  dans  la  première,  on 
aura,  après  reduélion  faite,  ( C— t-CM)  M - 

- 


rf.(CH-C'M) 


)4(ü.+  ^ ^ (-c-.^c  M)  ^£”2) 
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= o.  équation  indipendante  de  P.  On  cherchera  donc 
pour  M une  fonction  de  x,  /,  x,  la  plus  generale  qui 
foit  pofTible,  & qui  puiffe  fatisfaire  a cette  équation. 
Ayant  trouvé  Af,  on  cherchera  pour  P une  fonflion 
de  x , y , z y qui  fatisfaffe  a deux  quelconques  des  trois 
équations,  qu’on  a trouvées  d’abord  cy-deffus;  ce  qui, 
a la  vérité,  exige  fouvent  beaucoup  de  recherches; 
mais  cela  eft  du  moins  toujours  poflible. 

CCCCXXII. 

La  Méthode  que  nous  venons  d’expliquer  pourrait 
auiïi  s’appliquer  a des  quantités,  différentielles  qui  ne 
feraient  point  réduites  en  équations,  8c  qui  renferme- 
raient certaines  conditions.  Telles  feraient,  par  exem- 
ple , les  deux  quantités  différentielles  de  cette  forme 
ads-+ftduy  8c  padti— \-rfids— bdu,  ç(«,y)  — \~ds.  <p'(«,y), 
dans  lefquelles  p,  8c  r defignent  des  confiantes  données; 
ç(«,y)  8c  <p'(«,i)  des  fondions  quelconques  de  «,  8c 
■de  y.  On  pourrait  par  les  méthodes  precedentes  rendre 
ces  deux  différentielles  complettes;  c’efl  a dire,  déter- 
miner les  valeurs  a,  8c  d enforte  que  les  deux  différen- 
tielles propofées  foient  intégrables . 

Suppofons  pour  cela  que  l’une  8c  l’autre  différen- 
tielle foit  complette,  on  divifera  par  la  confiante  p tous 
les  termes  de  la  fécondé  différentielle,  8c  faifant  — =« 

9 p 
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8c  divifant  la  fécondé  différentielle  par  v n , on 
écrira  les  deux  différentielles  comme  il  fuit  /S*"7».  -4= 

r» 

J *du  rj  J , du.f(u,s)  di.g'(u,j)  _ 

-¥3ds;  •— -fpiKa.i/H 7==-^-» -7=?-*.  Or, 


puifque  chacune  des  deux  différentielles  doit  être  com- 
plette,  il  eft  clair  que  leur  fomme,  8c  leur  différence 
doit  auffi  être  une  différentielle  complette.  Donc  i.°  ft 

on  les  ajoute  enfemble,  8c  qu’on  faffe 


8c  —=  -bs—t . on  aura  une  transformée  mât-ïd r.X 

y n 

F(r,r)-H-dî.Il(r,î),  qui  doit  être  une  différentielle 
complette;  les  expreffions  F(r,r),  n(r,r)  defignent 
les  fondions  de  r,  8c  de  r,  qui  proviennent  de  la  fub- 

flitution  de  (r — au  lieu  de  ».  Or,  parle  theo- 
reme  fondamental,  8c  par  la  condition,  nous  aurons 

dm  d.  F (t,  s)  d.V(i,t)  ~ 

-_-_h j-:~  — — j t Donc  en  prenant  s pour  va- 
riable & t pour  confiante,  on  aura  — F(r,r) 

-*-Ft-+S.  n f— -Ü  • Fr  defigne  une  fonélion  de  r. 
2.°  Si  de  la  première  des  différentielles  propofées  on  ôte 

la  fécondé,  8c  qu’on  faffe-pr r=/,  8c(n/>i — «=m, 

ou , ce  qui  revient  au  même , fi  on  multiplie  la  fé- 
condé de  ces  différentielles  par  — i , 8c  qu’on  les  ajou- 
te enfemble,  on  aura  une  transformée  H-d/— t-d/ÿX 
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(/,x)  — t-^î.F'(y,î),  qui  doit  être  une  différentielle  com- 

plette;  eft  une  fonêlion  de  /,r.  Donc  on  aura 


par  le  theoreme  cité  — 


</ M d.t(  y,  i) 


d.r.(r,') 

dy  ’ 


&,  en 


fuppofant  î variable,  & y confiante,  on  aura  /u.  = — 

9' (/ > * ) -*■  9" (/ ) -+  s- d,-d-J“(’’,) , l’expreffion  9' (/ ) 

defignant  une  fonélion  de  y\  on  a donc  les  valeurs 
des  quantités  m,  /u;  d’où  l’on  tirera  les  valeurs  de  a, 

& de  0,  puifque  a— ♦*£  8c  (Z  ^ n — a=/x,  c’eft 

a dire,  a — — - — , & Æ = — -7=- . Il  ny  auroit  aucu- 

2 ^ a . 

ne  difficulté  dans  l’intégration,  quand  même  feroit 
imaginaire,  car  on  pourra  toujours  faire  evanoüir  les 
imaginaires  de  a,  & de  #,  fi  ces  quantités  doivent  être 
réelles,  comme  nous  avons  obfervé  cy-deffus.  Nous 
pourrions  faire  ulàge  de  la  même  méthode  dans  des 
différentielles  plus  compliquées,  telles  que  ads-b^du, 

& pad u—bp(Zd u—by  (Zd s-bp  a d s—b  d u.y  (u,s)-bd s.X 

9 (“»*)•  On  rendroit  ces  deux  différentielles  complet- 
tes  de  la  même  maniéré  ; mais  il  fuffit  d’avoir  indiqué 
la  méthode,  d’autant  plus  que  nous  aurons  occafion 
dans  la  fuite  de  traiter  de  ces  mêmes  différentielles , 
en  parlant  des  différentielles  du  fécond  ordre  ; 8c  nous 
reprendrons  quelque  fois  des  différentielles  du  premier 
ordre,  quon  manie  plus  aifément  par  des  différentielles 
des  ordres  fuperieurs . 
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CHAPITRE  V. 

Des  Réglés  generales  du  Calcul  Intégral 
des  différentielles  des  ordres  fupêrieurs. 

CCCCXXIII. 

j^J"ous  ne  répéterons  point  icy  ce  que  nous 
avons  déjà  dit  dans  le  dernier  Chapitre  de  la  première 
Partie  fur  les  notions  generales  des  différentielles  des 
ordres  fuperieurs , & fur  l’intégration  de  celles  qui  ne 
renferment  qu’une  feule  variable  x,  8c  dans  lefquelies 
la  première  différence  d x eft  fuppofée  confiante.  Nous 
donnerons  les  réglés  generales  pour  réduire  les  différen- 
tielles du  fécond  ordre  a celles  du  premier,  les  diffé- 
rentielles du  troifieme  ordre  a celles  du  fécond,  8c  ainfi 
de  fuite,  lorfque  la  cliofe  eft  pofftble;  8c  pour  décou- 
vrir quand  elle  eft  impoflible;  en  commençant  par  les 
différentielles  a une  feule  variable  x , dans  lefquelies  la 
première  différence  * n’eft  pas  fuppofée  confiante , 8c 
venant  enfuite  aux  différentielles  qui  renferment  plu- 
fieurs  variables.  Au  refte  un  principe  très— fimple  & 
très-fecond  pour  trouver  ces  réglés  generales  eft  de 
choifir  une  différentielle  generale  d’un  ordre  quelcon- 
que, de  la  différentier  en  fuppofant  la  différence  d’une 
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des  variables  coudante,  ou  en  laiiTant  tout  variable  8c 
d’en  déduire  enfuite  les  réglés  pour  réduire  cette  diffé- 
rentielle a celle  d’un  ordre  inférieur  qu’on  avoit  choifie. 
Ce  principe  d’invention  nous  a été  d’une  grande  utilité 
dans  tout  le  Calcul  Intégral  des  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  foit  pour  trouver  les  réglés  generales  de 
ce  Calcul,  foit  pour  démontrer  celles  qu’on  avoit  déjà 
trouvées. 


CCCCXXIV. 

Soit  Xdx  une  différentielle  generale  du  premier 
ordre  a une  feule  variable  x,  dans  laquelle  on  fuppofe 
que  X eft  une  fonction  quelconque  de  x 8c  de  con- 
fiantes, 8c  dx  variable.  Si  on  la  différentie,  on  aura 
X d d x -+- X'd x1 , pour  fil  différentielle  du  fécond  ordre, 
dans  laquelle  X'  fera  encore  une  fonétion  de  x,  & de 
confiantes,  telle  que  X'=  — , puifque  la  différentielle 
de  X d x = Xd  d x—¥d  x . d XzrzX  d d x-i-d  x . X d x . 
On  conclûra  de  cette  formule  generale,  que  toute  dif- 
férentielle du  fécond  ordre  a une  feule  variable  finie  x, 
8c  dans  laquelle  d»  eft  auffi  variable , ne  peut-être 
exaéte  ou  reduélible  a une  différentielle  du  premier  or- 
dre, a moins  quelle  ne  puiffe  fe  réduire  a la  forme 
Xdrfx-vX'dx*,  dans  laquelle  X eft  une  fonction  de 
x & de  confiantes,  8c  X'—~.  Donc,  fi  on  propofe 
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d’intégrer  une  différentielle  quelconque  du  fécond  ordre, 
qui  ne  renferme  qu’une  variable  finie  x,  avec  dx  aufli 
variable,  il  faudra  d’abord  voir  s’il  eft  poffible  de  la 
réduire  a la  forme  Xddx-+X'dx2  , 8c  enfui  te  fi  , 

après  cette  redu&ion  , on  trouve  X'=-j^-;  car  fi  elle 

n’a  pas  ces  deux  conditions , elle  ne  fera  pas  intégra- 
ble; c’eft  a dire,  qu’on  ne  pourra  pas  la  réduire  a une 
différentielle  du  premier  ordre.  Mais,  fi  elle  a ces 
deux  conditions,  on  aura  d’abord  fon  intégrale  Xdxy 
qu’on  pourra  enfuite  intégrer  par  les  méthodes  de  la 
première  Partie. 

Exemple,  On  propofe  d’intégrer  la  différentielle 
du  fécond  ordre  ax2  ddx-¥iaxdx2  —¥b‘  xddx-^rb2  d x2 
-4-cx  *ddx — 3CX  W,  ou  (ax2  — hb*x— bcx  *)dd# 
-+- (2 a x — b1 — 3 En  la  comparant  avec 
la  formule  generale  Xd d x—*-  X'd  x‘ , on  aura  X=ax2 
— +■  b~  x — t-  c x 3 , & X'-=  2 ax— t-b* — 3fx  4.  Il 

d X • 

faut  donc  voir  fi  X'=ÎT.  Or  en  prenant  la  diffé- 
rentielle de  ax2—* on  trouve  zaxdx -+■ 
b1  dx—  3 cx—4^x,  &,  divifant  par  dx,  le  quotient 
eft  zax-vb*  — 3 c x~~ 4 = X' . Donc  la  différentielle 
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propofée  a la  condition  requife  8c  fon  intégrale  eft 
Xdx  — ax2dx-*-b‘  xdx-+cx~ J dx,  comme  on  peut 
s’en  afsùrer  en  prenant  la  différentielle  de  cette  inté- 
grale. Si  on  vouloir  de  plus  l'intégrale  de  Xdx,  on 

trouveroit  a x'  — f-  ~bxr  — — ex  " ^ confiante  qu  - 

on  determiueroit  par  la  réglé  ordinaire. 


ccccxxv. 

Soit  Xddx-^Xdx1  la  différentielle  geuerale  du 
fécond  ordre  a une  feule  variable  x reduélible  ou  non 
reduélible  au  premier  ordre.  Si  on  la  différencie  en  fai- 
fant  varier  dx  8c  ddx,  on  aura  pour  fa  différentielle  du 

troifieme ordre  Xd1  x— *-ddx.dX— 1-2  Xdxddx— »-dx  . X 

dX=zXd'  x-*-Xdxddx-ï  z Xdxddx-*-  Xdx* , en  fup- 

pofant  dX=X'dx,  8c  dX=X'dx,  ou  X=^ScX"=—. 

Donc  fi  on  propofe  d’intégrer  ou  de  réduire  au  fécond 
ordre  une  différentielle  du  troifieme  ordre , qui  ne  ren- 
ferme qu’une  feule  variable  finie  x,  & dans  laquelle 
les  différences  dx  8c  ddx  foient  auffi  variables,  il  fau- 
dra d’abord  la  réduire  a la  forme  Xd’  x -t- Xdxddx -f- 

2 X’dxddx-t-X"dxî  , 8c  voir  enfuite  fi  elle  a les  con- 
ditions requifes,  ou  fi  elle  donne  les  équations  X'  =z 

iX 

■JT  * 
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■jj  , ScX'"=.~7^.  Si  elle  n’a  pas  ces  conditions,  elle 
fera  irreduflible ; fi  elle  les  a,  fon  intégrale  fera  Xddx 
~+X'dx2  . 

Exemple.  Soit  propofée  la  différentielle  du  troi- 

fieme  ordre  ax*  d1  x — t-  %ax1dxddx  — \-ib x*dxddx-b 

2bxdx\  en  la  comparant  terme  a terme  avec  la 

formule  generale  Xd?  x — +■ X“d x d d x —H  2 X d x d d x— 1> 

Xmdxî  , on  trouveX=4*î,  X"=iax2  , X=bx*  , X 
=zzbx.  Il  faut  donc  voir  fi  011  trouve  aufii  les  deux 

égalités  & X“z=.d~.  Or  puifqueX oa 

d X 

aura  dXz=z^ax2 dxy  parconfequentj^  = 3^*1  = X'',& 

puifque  X'=£x*,  on  aura  dX'~ibxdx;  par  confe- 
quent^  =2  bx^zX":  donc  l’equation  propofée  a les 

conditions  requifes,  & fon  intégrale  eft  Xddx-ïX'dx1 
=4  d d #-+•  b x1  d x1 . 

CCCCXXVI. 

On  pourrait  trouver  quelques  difficultés  dans  la 

comparaifon  de  la  différentielle  propofée  avec  la  formule 

Ff 
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generale.  Car  cette  formule  étant  exprimée  ainfi  Xa X— i- 

( X"— t-  2 X')d  x ddx-i-X"  d x3  & la  différentielle  propofée 
de  cette  maniéré  ax*  d’  x-+-(  3 ax2  — ¥ 2 bx1)dxddx  — b 
zbxdx * on  trouverait  d’abord  X—ax*  , 8c  X”  — 2bx1 
mais  on  pourrait  être  embaraffé  pour  déterminer  les  valeurs 
de  X'  & de  X"  par  l’equation  X"— »-2  X—  3 ax1— ♦-  2 bx2. 
Cette  difficulté  difparoit  en  faifànt  attention  aux  deux  éga- 
lités X' =77,  8cX“=.-£,  lorfque  la .différentielle  pro- 
pofée efl  intégrable,  ou  reduélible  au  fécond  ordre.  Car 
puifqu’on  a déjà  trouvé  Xz=:ax ’ & que  X 
i *77 ~ > on  aura  X''=3/ixI , & par  confequent  îX’= 
abx1,  8c  X'=Æx*,  a caufe  de  l’equation  X"— t-2X'= 

3 /ix*— t-zbx1.  On  peut  appliquer  ces  reflexions  a tous 
les  cas. 

CCCCXXVII. 

Si  on  fuppofe  que  la  fécondé  différence  ddx  fbit 
confiante,  on  aura  d' x~oy  & la  formule  generale  de- 
viendra (X'-+*2 X)dxddx-+X' dx* , 8c  on  aura  les 
deux  égalités  X"'=^-,  & X" — — . Dans  la  même 
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fuppofition  la  différentielle  propofée  dans  l’exemple  pre- 
cedent fera  (^ax2-*-2bxt)dxddx—^-2bxdxi.  En  la 
comparant  avec  la  formule  generale,  on  trouve  X"= 

zbx,  8c  X'-+2  X'=jax2—t-2  bx2 ; 8c  par  l’égalité X"= 
d X 

77-  , on  aura  2 bxdx=zdX\  ce  qui  donne  par  intégra- 
tion X'=bx*y  8c  par  confequent  X'—  3 ax2  par  l’equa- 

tion  X"-4-2  X'=  3 ax2— t-  2 bx2 . Enfin , par  ce  que  X'= 
d X 

77,  on  aura  3 ax2  dx=zdX,  8c,  en  intégrant,  X=.ax' . 

Donc  l’intégrale  Xd d x-^-Xd x*  fera  ax* ddx-+bx2  dx2 . 
On  voit  afféz  par  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
comment  on  peut  appliquer  nôtre  méthode  aux  différen- 
tielles a une  feule  variable  du  quatrième  ordre , enfuitc 
a celles  du  cinquième  ordre,  8c  aux  autres  fuivantes. 

CCCCXXVIII. 

On  a fouvent  befoin,  furtout  dans  les  queftions 

de  maximis  & minimis , de  fuppofer  une  quantité  diffé- 
rentielle égalé  a zéro.  Lorfque  cette  équation  différen- 
tielle eft  du  premier  ordre,  & ne  contient  qu’une  feule 
variable  #,  on  n’a  pas  befoin  du  calcul  intégral  pour 
la  refoudre.  Car,  fi  on  a l’equation  Xdx—o , en  di- 
vilânt  par  dxy  on  trouve  d’abord  l’equation  X = o,  qui 
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ne  renferme  plus  de  différences.  Mais  fi  l'equation  dif- 
férentielle a une  feule  variable  x elt  d’un  ordre  fupé- 
rieur , & quelle  contienne  des  différences  de  divers  or- 
dres dx , ddxy  d*  x,  &c. , on  ne  peut  la  refoudre  de 
cette  maniéré,  & il  faut  avoir  recours  au  calcul  inté- 
gral . Dans  ce  cas  on  cherchera  d’abord , fi  l’equation 
différentielle  propofée  eft  intégrable,  par  la  méthode 
que  nous  venons  d’expliquer , & on  l’intégrera , fi  la 
chofe  eft  poflible . Mais  fi  la  quantité  différentielle  de 
cette  équation  n’eft  pas  exaQe , ou  n’a  pas  les  condi- 
tions requifes  dans  l’etat  où  elle  fe  trouve , on  la  mul- 
tipliera par  une  fonélion  indéterminée  de  *,  que  nous 
defignerons  par  M ; enfime  on  déterminera  la  valeur 
de  M par  les  conditions  requifes,  pour  rendre  exafle 
la  quantité  différentielle  qu’on  a multipliée . 

CCCCXXIX. 

Toutes  les  équations  différentielles  du  fécond  ordre 
a une  feule  variable  font  intégrables  par  cette  métho- 
de. Car  foit  Xddx-*-X'dx2  = o l’equation  différen- 
tielle generale  du  fécond  degré  a une  feule  variable  x. 
En  la  multipliant  par  M,  que  nous  fuppoferons  être 
une  fonélion  indéterminée  de  x,  on  aura  MXddx-+ 
MX'dx2=zo , & puifquc  MXd  d x-+ MX'd  xz  eft 
une  différentielle  exafte  du  fécond  ordre,  dans  laquelle 
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MX  8c  MX'  font  des  fondions  de  * (par  hyp.),  on 
aura  (Art.  CCCCXXIV.)  l’equation  MX'dx  — à.  (MX) 
=:MdX-+Xd  M,  8c  l’intégrale  cherchée  fera  MXdx 
= 0.  de  l'equation  MX'dx  — MdX-\-  Xd M,  on  tire 

X'dx  — dX  dM  . , . „ x'd*  r v 

- = & , en  intégrant,  a . •—% L.  X— 

L.M,  8c  S.^y^-  — L,XM;  8c  en  fuppofant  L.e  — ij 

S.  — s • 

on  aura  e x — XM  8c  M- r - ■ -%■—  . Donc  fin- 

/•  ■2ri  j.  xv» 

tégrale  cherchée  fera  — — ÿ — . Xdx  — e x dx  = o y 

r x 

& en  divifant  par  e = o,  ou,  en  intégrant 

s.  -£~  j. 

encore  l'equation  0 d x — 0 , on  aura  S.  e * dx 

— C confiante.  C.  F.  D. 

CCCCXXX. 

Il  n’en  eft  pas  de  même  de  toutes  les  équations 

différentielles  du  troifieme  ordre  a une  feule  variable; 
car  il  s’en  trouve  une  infinité,  qui  n’ont  pas  toutes  les 
conditions  requifes  pour  être  réduites  au  fécond  ordre, 
même  après  qu’on  les  a multipliées  par  une  fonflion 
indéterminée  de  #,  de  forte  qu’on  ne  peut  trouver  le 
fafleur  M,  qui  les  rende  intégrables;  mais,  lorfqu’elles 
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auront  toutes  les  conditions  neceflàires,  on  pourra  les 
refoudre  par  la  même  méthode. 

CCCCXXXI. 

La  différentielle  generale  du  fécond  ordre  a une 

feule  variable  x,  ou  Xd  d x-\-X'd  x1  peut  facilement 
fe  réduire  a la  forme  d’une  différentielle  du  premier 
ordre  a deux  variables  x 8c  y.  Car  en  fuppofant  ddx 
= 8c  par  confequent  du— y,  8c  fubflituant , on 
changera  la  propofée  en  Xdy—\-X'ydx,  dont  on  pour- 
ra chercher  l’intégrale  par  les  réglés  que  nous  avons 
données  pour  l’intégration  des  différentielles  du  premier 
ordre  a deux  variables;  8c  en  remettant  enfuite  dx 
pour  / dans  cette  intégrale,  elle  deviendra  une  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  a une  feule  variable  x.  De 
même  la  différentielle  generale  du  troifieme  ordre,  qu’- 

on  peut  exprimer  par  cette  formule  Xd^x—hX'dxddx 

— +-  X"d xJ  fe  réduit  a la  forme  d’une  différentielle  du 

. fécond  ordre  a deux  variables  x,  z,  en  faifant  d?x  = 
ddz;  ddx=zdz  8c  dx  = z'}  ce  qui  changera  la  pro- 
pose en  Xddz-+X'dxdz-+X"zdxZ)  8c  cette  diffé- 
rentielle du  fécond  ordre  fe  réduit  a une  différentielle  du 
premier  ordre  a trois  variables  x,  z,  «,  en  faifant  de 
plus  ddz=zzdu,  8c  d z ~ 8c  la  propofée  deviendra 
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X d u — t-  X'  z d z — +-  X'zdz  — +* X z1  d x . Il  eft  évident 
qu’on  pourra  faire  les  mêmes  transformations  a l’egard 
des  différentielles  a une  feule  variable  du  4.' , 5.e , &c. 
ordre  , qui  pourront  toutes  fe  réduire  a des  différentiel- 
les inférieures  a plufieurs  variables.  Mais  nous  n’indi- 
quons cette  méthode,  que  pour  fa  généralité,  elle  con- 
duiroit  a des  calculs  trop  embaraffants , il  vaut  mieux 
fe  fervir  de  la  première,  qui  eft  très-fimple.  Il  nous 
refte  a obferver  que  cette  première  méthode  fournit 
immédiatement  la  différentielle  du  premier  ordre,  fi 
cela  eft  poffible.  Mais  il  arrive  fouvent  qu’une  diffé- 
rentielle d’un  ordre  fupérieur  n’eft  pas  reduétibie  a une 
différentielle  d’un  ordre  inférieur,  & on  le  connoîtra 
aifément  par  les  operations  que  nous  avons  préfcrittes. 

Ainfi  la  différentielle  du  troifieme  ordre  ax  d\— t- 

■$ax*dxddx~¥ibx‘>'dxddx-¥zbxdx*1  que  nous  a- 

vons  réduite  a la  différentielle  a x'  d d x-»rb  #*  d x2 , n’eft 
pas  redu&ible  a une  différentielle  du  premier  ordre , 
puifqu’en  prenant  cette  différentielle  du  premier  ordre 
par  la  méthode  que  nous  avons  démontrée,  & la  diffé- 
rentiant  de  nouveau , on  ne  retrouve  pas  la  différen- 
tielle du  fécond  ordre  a d d x-Xrb  x2  d x1 , comme  il  le 
faudroit.  Nous  allons  appliquer  cette  même  méthode 
aux  différentielles  a plufieurs  variables,  de  quelqu’ordre 
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quelles  foient , & quelque  foit  le  «ombre  des  va- 
riables. 


CCCCXXXII. 

Soit  Adx-^-Bdy  la  différentielle  generale  du  pre- 
mier ordre  a deux  variables  * 8c  dans  laquelle  A 
8c  B reprefentent  des  fondions  quelconques  de  * & de 
y,  8c  a laquelle  on  peut  réduire  toutes  les  différentiel- 
les du  fécond  ordre  a deux  variables , lorfqu’elles  font 
reduflibles  au  premier  ordre.  Si  on  la  différentie  en 
fuppofànt  dx  8c  dy  variables,  on  aura  pour  fà  différen- 
tielle A d d x— ♦- d A.d x-+B d d y — t- d B .d y , 8c  en  fup- 
pofànt que  A\  A\  B , B'  foient  encore  des  fondions 
de  x 8c  de  /,  8c  que  d A = A'  d x -+-  A’  dy , & dB~ 
B dy—\r B" dxy  on  aura  la  formule  generale  Addx-k- 
A'dx1-+A"dxdy-+Bddy—\rBdy1'-4rBdydx  , ou 
Addx—^-A  dx*  —¥{A“  B“ ) dxdy-+Bd  dy-+B'dy*  , 
qui  fera  reduélible  a la  différentielle  du  premier  ordre 
Adx-bBdy  , quand  on  aura  les  deux  équations , ou 
conditions  d A=A'dx-+-A"dyy  8c  d B— Bd  y -+-  B'dxy 
8c  on  trouvera  d’abord  les  deux  termes  Addx , Bddy 
de  la  formule  generale,  en  comparant  avec  ceux  de  la 
différentielle  propofée  du  fécond  ordre,  où  fe  trouvent 
auffi  le  fécondés  différences  ddx  8c  d dy . Lors  donc 
qu’on  fe  propofera  d’intégrer , ou  de  réduire  au  premier 

ordre 
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ordre  une  différentielle  quelconque  du  fécond  ordre  a 
deux  variables  x 8c  y , dans  laquelle  d x 8c  dy  ont 
étés  fuppofés  variables,  on  la  comparera  ternie  a ternie 

avec  la  formule  generale  Add  x—bA'dx2  -+(A"-+-Br)'X 
dxdy-*-Bddy—bBdy2,  8c  on  déterminera  d’abord 
les  valeurs  des  fondions  A 8c  B par  la  comparaifon 
des  ternies,  où  fe  trouvent  les  fécondés  différences  ddx 
8c  dd y)  on  prendra  Ad  x-yB  dy  pour  l’intégrale  de 
la  propofée  du  fécond  ordre;  enfuite  on  différentiera 
l’intégrale  trouvée  Ad *— t-  B dyy  8c  fi  la  différentielle 
convient  avec  la  propofée , on  aura  ce  qu’on  cherche , 
G elle  ne  convient  pas , la  propofée  ne  fera  pas  redu- 
élible  au  premier  ordre. 

Par  exemple,  fi  la  propofée  etoit  a x2yddx-+- 

2ayxdx2—^(ax2—h^  b*  y2  x*)dxdy  — b * x2  y1  ddy  —H 
zb*x2ydyI  , en  comparant  le  terme  axzyddx  avec 
le  terme  correfpondant  Addx  de  la  formule  gene- 
rale, on  trouve  A—ax2y\  8c  de  même  en  compa- 
rant le  terme  b1  x* y2 ddy  avec  le  terme  correfpondant 
B ddy  de  la  formule  generale,  on  trouve  B — fx^y2 
ce  qui  donne  pour  l’intégrale  de  la  propofée  ax2 y dx 

x y2 dy=.  Ad x-^rBdy'y  8c  ou  trouve  icy  que  fa 

G g 


234  Elemevs  du  Calcul  Inte'gral 
différentielle  convient  avec  la  différentielle  du  fécond 

ordre  propofée , d’où  l’on  conclût  que  ax2ydx~+ 
b1  x' y* d y eft  la  véritable  intégrale  cherchée  du  pre- 
mier ordre. 


CCCCXXXIII. 

Si  on  fuppofe  dx  confiante  dans  la  différentielle 
generale  du  premier  ordre  Adx-*-  Bdy , la  différentiel- 
le du  premier  terme  Ad  x , ou  d(Adx)  fera  A'  d x1 
— A"d  x d y , en  fuppofant  que  A' d x efl  la  différentiel- 
le de  A prife  dans  l’hypothefe  de  x feule  variable  dans 
A',  par  confequent,  fi  on  prend  l’intégrale  du  terme 
A‘dx  en  ne  faifant  varier  que  x dans  A\  cette  inté- 
grale fera  A.  Donc  dans  la  fuppofition  de  d x con- 
fiante, la  formule  generale  de  la  différentielle  du  fé- 
cond ordre  fera  Adx2  — *-  ( A“-+  B')  d x d y -+•  B d d y -+■ 
Bd  y1 , qu’on  trouve  en  effaçant  dans  la  formule  de 
l’Article  precedent  le  premier  terme  Addx , qui  de- 
vient nul,  a caufe  d sdx  confiante,  ou  d eddx  = o.  Cet- 
te formule  fera  reduflible  a une  différentielle  du  pre- 
mier ordre  Ad  x~¥Bdy , quand  on  aura  les  deux 
équations  de  condition  d A~A  dx-+Audyy  8c  d 5 = 
B'dy  —¥B'd x , 8c  alors  en  comparant  la  formule  A'dx1 
— +* ( A"-¥ B")dxdy-+Bddy—*-B  dyz  avec  la  difle- 
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rentielle  propofée  du  fécond  ordre,  dans  laquelle  dx 
eft  fuppofée  confiante , on  trouvera  d’abord  la  valeur 
de  B par  la  comparaifon  du  terme  Bddy  avec  fon 
correfpondant  pris  dans  la  différentielle  propofée;  & on 
trouvera  aulïi  la  valeur  de  A'  par  la  comparaifon  du 
terme  A'dxz  avec  fon  correfpondant  pris  dans  la  diffé- 
rentielle propofée;  enfuite  on  intégrera  le  terme  A'dx 
dans  la  fuppofition  de  x feule  variable  & l’intégrale  fe- 
ra A.  Donc  en  fubftituant  les  deux  valeurs  de  A & 
de  B dans  la  formule  Ad  x-+B  dy,  on  aura  l’intégra- 
le, ou  la  réduite  de  la  différentielle  propofée  du  fécond 
ordre , a laquelle  on  ajoutera  une  confiante  indétermi- 
née Cdx , qu’on  déterminera  enfuite  par  l'etat  de  la 
queflion  fuivant  la  réglé.  Enfin  pour  s’afsùrer  que 
l’intégrale  trouvée  efl  exaéle , on  en  prendra  la  diffé- 
rentielle, & on  la  comparera  avec  la  propofée  du  fé- 
cond ordre . Si  elles  conviennent , on  aura  ce  qu’on 
cherchoit;  fi  elles  ne  conviennent  point,  la  propofée  ne 
fera  pas  réductible  au  premier  ordre . 

Exemple  . Soit  propofée  la  différentielle  du  fé- 
cond ordre  myxdx*— ï(ax2  — t-  xz  yzs)dxdy—¥b  X 

x',y1ddy— *-26*  x*ydyz,  dans  laquelle  dx  eft  confian- 
te. En  la  comparant  avec  la  formule  generale,  on 
trouve  d’abord  Bddy^zb*  x? ddy ; par  confequent 
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B=b~  x? yz  . On  trouve  enfuite  A' dxz=.ia yxdxz  ; 
par  confequent  A'  — zay  x , A'  dx  = zayxdx,  & en 
intégrant  2 ayxdx,  en  ne  faifant  varier  que  x,  on  aura 
l’intégrale  ayx'—A.  Donc  la  propofée  du  fécond  or- 
dre fe  réduit  a la  différentielle  du  premier  ordre 
ayx1dx-+bï  x'y1  dy-*-Cdx , & cette  réduite  efl  exa- 
£te,  puifque  fa  différentielle  eft  la  même  que  la  pro- 
pofée . , 

CCCCXXXIV. 

Il  peut  arriver  que  dans  la  différentielle  propofée 
du  fécond  ordre  il  manque  quelque  terme  de  ceux  qui 
fe  trouvent  dans  la  formule  generale,  & que  néant- 
moins  cette  différentielle  foit  reduélible  au  premier  or- 
dre; par  exemple,  fi  la  propofée  etoit  2 ayxdx2—* 
(ax2-*-  $bx2)d  xdy-+bx*  ddy  , dans  laquelle  dx  efl: 
confiante,  & qui  n’a  point  de  terme  correfpondant  au 
terme  B'dy 1 de  la  formule  generale,  on  trouveroit 
B'=.o,B=zbx'  , & A’—zayx^  par  confequeut  A'dx 
= 2 ayxdx;  & en  intégrant  ce  terme  dans  la  fuppofi- 
tiou  de  x feule  variable,  on  auroit  A—ayx *.  Donc 
l’intégrale  cherchée,  ou  la  réduite  du  premier  ordre  fe- 
roit  ayx2dx-+bx*dy-+Cdx,  qui  efi  encore  exaéfe, 
puifque  fa  différentielle  eft  la  même  que  la  propofée. 

\ 
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ccccxxxv. 

On  trouvera  par  la  même  méthode  les  formules 
generales,  & les  équations  de  condition,  pour  réduire 
les  différentielles  du  troifieme  ordre  a deux  variables , 
aux  différentielles  du  fécond  ordre,  les  différentielles  du 
quatrième  ordre  a celles  du  troifieme,  Sc  ainfi  de  fui- 
te, lorfqu’elles  font  reduétibles,  Sc  pour  connoître  lorf- 
qu’elles  font  reduétibles , foit  quelles  renferment  des  dif- 
férences confiantes , ou  que  ces  différences  foient  toutes 
variables , il  n’y  aura  d’autres  difficultés , que  celles  qui 
viennent  de  la  longueur  inévitable  des  calculs. 

Car  foit  Adx2  — \-A  dxdy-¥Bddy— \-B dy2  ladif- 
férentielle  generale  du  fécond  ordre  a deux  variables 
x Sc/,  dans  laquelle  dx  eft  fuppofée  confiante,  A,A\ 
B , B des  fondions  de  x,  de  /,  Sc  de  confiantes.  En 
la  différentiant  terme  par  terme,  on  trouve  que  fa 
différentielle  du  troifieme  ordre  eft  dAdx2-\rA'dxddy 
— *-d  A' d xdy -+-Bd^  y-+d  B d dy— *-2  Bdyddy—^dBdy2. 
Or  puifque  A , A\  J5,  B font  des  fondions  de  x Sc  de  /, 
on  aura  les  équations  fuivantes  dA=A"dx-+A'"dy1 

en  fuppofant  A"  = ^7— , Sc  A"'=^~  C’eft  a dire 
que  A " fera  une  fonélion  de  x & de  /,  Sc  de  confian- 
tes, qu’on  trouve  en  differentiant  la  fonftion  A , dans 
la  fuppofition  de  x feule  variable,  Sc  de  / confiante,  Sc 
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que  A'"  fera  aufli  une  fonflion  de  x,  de  y,  8c  de  con- 
fiantes, qu’on  trouve  en  différenciant  la  fonflion  A dans 
la  fuppofition  de  y feule  variable , 8c  de  * confiante . 

dA-A^dx-t-A^dy,  en  fuppofant  Axv -=  ^-7^,  8cAv  = ^—^ 

d B = B'dy  — t-  ET  d x , en  fuppofant  B"  = , & B'= 

d B'  = BIV <//-+•  B"  d xy  en  fuppofant  B'v~  , & & = -^ 

Si  on  fubflitue  ces  valeurs  dans  la  différentielle  genera- 
le du  troifieme  ordre  d Ad  x2  -t-A’dxddy-t-Û'c.  que  ' 
nous  avons  trouvée  cy-deflus,  elle  deviendra  A"dx-+ 

Ad  y d x2  — +■  A'd  xd  d y -4-  A™ d y d x2  -4-  À*  d xd y2  —4. 
Bd^y-^B'dyddy—t-B'dxddy—^ 2 Bdyddy-*-B"x 
dy'—hBVdxdy2=A"dx'-4-(A"-t-A")dydx2—h(A' 

"■+■  B")  d x d dy  -4-  ( A — h B ) d x d y’  -4-  B d y —4-  (2  B' 

—4 -B")dy  d dy -+■  B'v  dy* -,  formule  (fue  nous  defignerons 
par  {K). 

Lors  donc  qu'on  voudra  intégrer,  ou  réduire  au 
fécond  ordre  une  différentielle  quelconque  du  troifieme 
ordre,  a deux  variables  x 8c  y,  dans  laquelle  dx  foit 
confiante,  on  la  comparera  avec  la  formule  generale 
(K),  & on  déterminera  d’abord  les  valeurs  de  A’ de 
B , 8c  de  B u par  la  comparaifon  des  termes  A"d  x J , 
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B d'y,  B"  dy'  avec  les  termes  correfpondans  pris  dans 
la  différentielle  propofée.  Enfuite  on  trouvera  la  va-- 
leur  de  A par  l'equation  — A" , qui  donne  dA 
— ’A'dx , 8c  A—S.A’dx , en  prenant  cette  intégrale 
dans  la  fuppofition  de  x feule  variable , & de  y con- 
fiante dans  la  fonélion  A\  Après  cela  on  trouvera  la 
valeur  A"  par  l’equation  An —-Jy- . De  là , & de 
l’equation  entre  le  terme  de  la  formule  generale  ( A "* 
— +•  A 1 v)  d y d x1 , 8c  le  terme  correfpondant  de  la  diffé- 
rentielle propofée , on  tirera  la  valeur  de  A™.  On  ti- 
rera  la  valeur  de  B m par  l’equation  - :~  = B"'-f  8c  de 
1U,  & de  l’equation  entre  le  terme  (A  — t-B"')  d x d dy , 
8c  le  terme  correfpondant  de  la  propofée,  on  tirera  la  valeur 
de  A.  Pour  trouver  celle  de  B on  cherchera  d’abord 
la  valeur  de  B " par  l’equation  B" -~r--  ; enfuite  on 
fe  fervira  de  l’equation  entre  le  terme  (2  B'— y-B")X 
dyddy,  8c  le  terme  correfpondant  de  la  propofée,  pour 
déterminer  la  valeur  de  2 B' , 8c  par  confequent  celle 
de  B.  Après  ces  operations  on  aura  les  valeurs  de  A, 
de  A' , de  A,  8c  de  B',  qu’on  fubfti tuera  dans  la  dif- 
férentielle generale  du  fécond  ordre  Adx1-+A‘dxdy 
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-¥Bddy-¥B'dyx-y  8c  on  aura  l’intégrale  ou  la  réduite 
cherchée,  dont  on  s’afsùrera  en  prenant  fa  différentielle 
& en  comparant  cette  différentielle  avec  la  propofée . 
Si  elles  conviennent,  on  aura  l’intégrale  cherchée,  en 
y ajoutant  la  confiante  indéterminée  Cdxz  ; fi  elles  ne 
convennient  pas,  la  propofée  ne  fera  pas  reduélible  au 
fécond  ordre . 

Exemple.  Soit  propofée  la  différentielle  du  troi- 
fieme  ordre  ayd s'  — t-nxdyd x'— 4-  2 r x)dxddy 
{b-+f)  d x d yz -+■  c xz  d* y —\r  zf x d y d d y y dans  laquel- 
le dx  efl  confiante.  En  la  comparant  avec  la  formule 
generale  ( K ),  on  trouvera  d’abord  A"=zayy  B — cxxy 
8c  B'v—o.  Enfuite  A=S.A''dx—ayxyA’"=^~  = 
<txy  ax-\-A lv=zAx  : donc  A = 0 ; B = — 

~~=.zcxyA‘— t-zcx  = by  — k-zcxy  donc  A '=by  ; B ' 

=^=0;  2 5-+-S'=2 B — 2/*;  B'=f x.  On  aura 

donc  A=zayxy  A'~byy  B=cxxy  &B=/x,  8c  en 
fubflituant  ces  valeurs  dans  la  différentielle  generale  du 
fécond  ordre,  elle  devient  ayxdx1  — *-A y dxdy  -4-r  x1  ddy 
-4 •fxdyz-i-Cdx1  y en  ajoutant  la  confiante  Cdx2  ; 8c 
en  la  différentiant,  oa  retrouve  exaélement  la  propofée. 

CCCCXXXVI. 


•t 

f 


Digitized  b 


II.  Partie.  Chap.  V.  241 

CCCGXXXV I. 

On  trouve  par  la  même  méthode  les  formules  ge- 
nerales, & les  équations  de  condition  pour  réduire  les 
différentielles  a 3,4,  5 , &c.  variables  d’un  ordre 
fupérieur  aux  différentielles  d’un  ordre  inférieur  d’un 
degré,  lorfqu’elles  font  réductibles,  & pour  connoître 
quand  elles  font  irreduétibles . 

Car  foit  Adx-+Bdy—t-Cdz  la  différentielle  ge- 
nerale du  premier  ordre  a trois  variables  #,/,  z,  dans 
laquelle  AyB , C font  des  fondions  quelconques  • de 
ces  variables  & de  confiantes.  En  la  difTérentiant  on 
trouve  la  formule  generale  des  différentielles  du  fécond 
ordre  a trois  variables  Addx-+d  Adx-^Bd dy  -¥d B dy 
->rCddz-¥dCdzy  en  fuppofant  que  les  trois  différen- 
ces dxy  dy  ydz  font  variables.  Nous  defignerons  cette 
formule  par  (H),  & nous  formerons  les  équations 
fuivantes 

d = Ad  x-^Â'd y — t-  A'" d z , en  fuppofant  A'=z  ^ ; A = iiÿ- 

dB—B'dx-4-B'dy-+B"dz,  en  fuppofant  B!—{^  ; BT=i^  ; B'”~^UL1 

dC=zCdx-*-Cdy-+C"dzy  en  fuppofant  C = 

Si  on  fubflitue  dans  la  formule  (H)  les  valeurs  de 
dA , de  dB,  & de  dC,  que  donnent  ces  équations, 
cette  formule  deviendra  Ad d*-+A' d x*  -+-A  dydx-*~ 

H li 
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A"  d zd x —b  B ddy  — t-  B'  dxdy  -b  B'  dy1  -4-  B"'  d z dy—b 
C d dz-bCd  xdz-bC dy  d z-bCd  z*  = Ad dx—b  Adx* 
— +•  ( A' — H S ) d x dy  — A — \-C  ) d x d z — H B d d y —bB  dy1 
-b^B—bC^dydz—bCddz-bC’dz1  , formule  que 
nous  defignerons  par  ( K ). 

Lors  donc  qu’on  fe  propofera  de  réduire  au  pre- 
mier ordre  une  différentielle  quelconque  du  fécond  or- 
dre a trois  variables  x , y , »,  dans  laquelle  les  trois 
différences  d x,  dy,  dz  feront  aufTi  variables , on  la 
comparera  avec  la  formule  generale  (/C),  & on  déter- 
minera d’abord  les  valeurs  de  A , de  B,  & de  C;  cel- 
le de  A en  égalant  Addx  au  terme  correfpondant  de 
la  différentielle  propofée,  celle  de  B en  égalant  B ddy 
au  terme  correfpondant  de  la  propofée,  & celle  de  C 
en  égalant  Cddz  au  terme  correfpondant  de  la  propo- 
fée. Enfuite  on  fubflituera  ces  valeurs  au  lieu  de  A , 
C dans  la  formule  generale  du  premier  ordre  Adx 
— t-  Bdy-bC d z , qui  fera  l’intégrale  cherchée,  lorfque 
la  différentielle  propofée  du  fécond  ordre  fera  reduélible 
au  premier  ordre;  & on  s’en  afsûrera  eu  différentiant 
cette  intégrale,  & en  comparant  fa  différentielle  avec 
la  propofée. 

Si  on  fuppofe  que  l’une  des  trois  différences  pre- 
mières dx , dy , dz  foit  confiante,  on  effaçera  dans  la 
formule  (K)  le  terme  où  fe  trouve  la  féconde  différen- 
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ce  de  la  variable,  dont  la  première  différence  efl  fup- 
pofée  confiante.  Ainfi  fi  on  fuppofe  dx  confiante,  on 
effaçera  dans  la  formule  ( K ) le  terme  Addx , qui  de- 
vient nul  a caufe  de  ddx=o , 8c  le  refie  fera  la  formu- 
le generale  convenable  a la  fuppofition  de  dx  confiante. 

Exemple  . Soit  propofée  la  différentielle  du  fé- 
cond ordre  a trois  variables  avec  leurs  premières  diffé- 
rences auffi  variables  ax*  y1  ddx-+$ay1  xz  d x1  — \-(zax^y 
—H  b zz)dxdy-+bxzzddy-+-  2 bxzdydz  . On  aura  par 
les  comparaifons  préfcrittes  Ad d x = a x" y1  d d x , Bddy 
r=.b  xzz  d d y , 8c  C — o , d’où  l’on  tire  A=zax^yz^ 
B=bxzz,  8c  C = o;  par  confequent  l’intégrale  fera 
y2  -¥bxz  d y , qui  efl  exaéle,  puifqu’en  la  diffé- 
rentiant  on  retrouve  la  différentielle  propofée. 

CCCCXXXVII. 

Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  comprendre 
la  généralité  de  la  méthode,  & il  feroit  trop  long 
d’entrer  dans  de  plus  grands  details.  Nous  ajouterons 
icy  un  mot  fur  une  autre  méthode  egalement  genera- 
le, que  nous  avons  indiquée  en  parlant  des  différentiel- 
les d’ordres  fupérieurs  a une  feule  variable.  C’efl  d’in- 
troduire dans  la  différentielle  propofée  d’un  ordre  fupé- 
rieur  de  nouvelles  variables , avec  leurs  différences 
moins  hautes  de  l’unité,  que  les  plus  hautes  différences 
de  chaque  variable  dans  la  propofée;  enlorte,  par 
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exemple,  que,  fi  la  plus  haute  différence  de  x dans  la 

différentielle  propofée  eft  </’#,  on  fuppofe  d*  x — ddzy 
par  confequent  ddx  — dz;  fi  la  plus  haute  différence 
de  y dans  la  propofée  eft  ddy , on  fuppofe  ddy=du; 
par  confequent  dy  — uy  8c  ainii  des  autres  différences. 
On  fubftitue  enfui  te  dans  la  propofée  les  valeurs  trouvées 
d’une  maniéré  convenable  pour  diminuer  d’un  degré 
l’ordre  de  cette  dHléreutielle , 8c  on  cherche  après  cela 
l’intégrale  de  la  différentielle  propofée  reJuite  a la  for- 
me d’une  différentielle  d’un  ordre  inférieur  d’un  degré 
par  les  réglés  qui  font  propres  a cet  ordre. 

Soit,  par  exemple,  Adx1-*-A'dxdy-*-Bddy—¥- 
B'dy 1 la  différentielle  generale  du  fécond  ordre  a deux 
variables  x 8c  y , dans  laquelle  on  fuppofe  d x confian- 
te. En  faifant  dx  = c.  confiante,  & d dy  — d u , par 
confequent  <//  = «,  on  la  réduira  a la  forme  d’une  dif- 
férentielle du  premier  ordre  a trois  variables  x , y , u , 
8c  elle  deviendra,  en  fubllituant,  Acdx-\-A'cdy  ou 
(A'udx)—hBdu—^-B'udyi  dont  on  cherchera  l’inté- 
grale par  les  réglés  qu’on  a données  pour  intégrer  les 
différentielles  du  premier  ordre  a trois  variables  ; & 
quand  on  aura  trouvé  cette  intégrale,  on  y remettra 
dx  au  lieu  de  r,  8c  dy  au  lieu  de  »,  8c  on  aura  une 
différentielle  du  premier  ordre  a deux  variables  x 8c  y y 
pour  l’intégrale  ou  la  réduite  de  la  propofée  du  fécond 
ordre . 
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Nous  allons  paffer  maintenant  a l’application  de 
n£tre  première  méthode  generale  aux  mêmes  différen- 
tielles mifes  en  équations,  c’eft  a dire,  égalées  a zéro. 

CCCCXXXVIII. 

On  voit  bien  d’abord  que,  fi  ces  différentielles 
prifes  abfolument  8c  fans  être  égalées  a zéro , font  in- 
tégrables, ou  redudibles  a un  ordre  inférieur,  on  trou- 
vera leurs  intégrales  par  les  réglés  que  nous  avons  don- 
nées, 8c  que  ces  intégrales  égalées  a zéro,  ou  a une 
confiante  de  leur  ordre  feront  les  intégrales  des  équa- 
tions propofées.  Mais  fi  ces  mêmes  différentielles  ne 
font  pas  redudibles  a un  ordre  inférieur  dans  l’etat  où 
elles  font,  il  n’en  faut  pas  conclure  qu’elles  foient  irré- 
ductibles fous  la  forme  d’équations;  car  il  pourroit  ar- 
river qu’en  les  multipliant  par  un  fadeur  commun , 
elles  devinrent  redudibles,  comme  nous  l’avons  déjà 
éprouvé  dans  les  équations  différentielles  du  premier  or- 
dre (Chap.  I.  Part.  II.).  Lors  donc  qu’on  a trouvé 
par  les  réglés  precedentes,  q*ie  la  quantité  différentiel- 
le , qui  eft  égalé  a zéro  dans  l’equation  propofée , n’eft 
pas  exacte  dans  l’etat  où  elle  eft,  il  faudra  la  multi- 
plier par  un  fadeur  indéterminé,  qu’on  fuppofera  com- 
pofé,  comme  il  fera  convenable,  de  variables  8c  de 
confiantes  ; 8c  enfuite  on  déterminera  ce  fadeur,  lors- 
qu'il fera  pofiible,  par  les  équations  auxquelles  il  devra 
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fetisfaire.  C’eft  ce  que  nous  allons  expliquer  plus  en 
detail. 

CCCCXXXIX. 

Suppofé  que  E d d x-+F d x1  — f-G d xdy -bHd dy 
-+Kdy*=zo  foit  l’cquation  différentielle  quelconque 
du  fécond  ordre,  qu’on  fe  propofe  de  réduire  au  pre- 
mier ordre , 8c  que  F,  F,  G,  H,  K foient  des 
fondions  des  deux  variables  x , / , 8c  de  confiantes,  avec 
les  premières  différences  dx  8c  dy  variables.  On  cher- 
chera d’abord  par  les  réglés  precedentes,  fi  cette  diffé- 
rentielle prife  abfolument  8c  dans  l’etat  où  elle  eft , 
peut  fe  réduire  au  premier  ordre , 8c  lorlqu’on  aura 
trouvé  quelle  n’eft  pas  reduélible  en  cet  état,  on  la 
multipliera  par  un  faéleur  indéterminé  M,  qu’on  fuppo- 
fera  être  une  fonction  quelconque  des  variables 
& de  confiantes,  8c  on  la  changera  dans  l’equation 
M E d d x MF  d *’  -v  MG  d x dy  -¥  MHd  dy  -+• 

MKdy*=zoj  qu’on  regardera  comme  une  équation 
reduélible  au  premier  ordre.  On  la  comparera  dans 
cette  fuppofition  avec  la  formule  generale  Addx—b 
A d d x d y -+  B d dy  -+•  B dy%  , qui  eft 

reduftible  a la  différentielle  du  premier  ordre  Adx-b 
Bd /,  lorfqu’on  a les  quatre  équations  A = , 
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— Sc  Car  les  deux 

autres  équations  ^ ^ ^ </  * -4*  A d y , 8c  d B — Tî^t'  -4* 

BVx  ne  font  que  des  confequences  neceflàires  des  qua- 
tre premières . Cette  comparaifon  donnera  les  cinq 
équations  fuivantes  AzzzM E , A'=:M  F , A —hB  = 
MG , B = MH,  B — MK,  d’où  l’on  tirera  l’equation 

MF  = (d'%E--)  au  lieu  de  l’equation  lillj 

l’equation  MK=(d'^)  , au  lieu  de  B'=^4y^; 

■ „ — (^)  _ ('.me)  . R'—l±E±—i±ÆLL  & r, 
^ =“77-——  * 5 —~^ïx  7* î * le 

quation  MG  — — -+•  ( ^ , au  lieu  de  l’equa- 

tion  MG=/-+B’.  On  aura  donc  les  trois  équations 
fuivantes 

(d.ME) M(dE)  . E(JM) 

I.  MF— — j; dT-  * 


II.  MX: 


(J.  MH)  M(d  H)  H ( d M) 

dy  ~~  dy  dy 


IIL 

£(JM)  . M(JH)  . H(d  M) 

—d}  7*  ~ h dx  ' 

Gn  trouve  par  la  première  de  ces  trois  équations 
~p-,  8c  par  la  fécondé 
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— /7  • "TTi  fubftituant  c es  valeurs  de  Sc  de--^~ 
dans  la  troifieme  équation , 8c  divifant  par  M,  qui  fe 
trouve  dans  tous  Tes  termes,  elle  devient  G = - ^ 


F(  W H) 
Hdy 


( WF) 

+ —■ 


(WH) 

"TT 


F H 

■TT’ 


H (WF)  • . 

équation  de 


condition  que  doit  donner  la  propofée  , pour  qu’on 
puiffe  la  rendre  reduétible  au  premier  ordre,  en  la  mul- 
tipliant par  M*.  Si  la  propofée  ne  donne  point  cette 
équation  de  condition  , il  faudra  l’abandonner  com- 
me irreduflible  ; mais  fi  elle  donne  cette  équation , on 
prendra  pour  le  facteur  M une  fonélion  generale  des 
variables  x 8c  /,  & de  confiantes  indéterminées,  & on 
cherchera  enfuite  a déterminer  le  tout  au  moyen  des 

deux  équations  MF—  1 — d— — , 8c  MK  — 


M(dH')  H(dM) 


-rj- — *r~^dJ — ï auxquelles  le  faSleur  M doit  fa- 


tisfaire  * 

Exemple  . Soit  propofée  l’equation  du  fécond  or- 
dre ax2yddx  — h^ayxdx1  — \r(iax  -^zby*  )dxdy-+ 


b xy*  d d y — t- \b  xy1  dy~  = Si  oa  compare  la  quantité 

différentielle  de  cette  équation  avec  la  formule  genera- 
le Addx-t-A  dx*  -hB“)dxdy-bBddy-i-B  b yx  , 

on  trouvera  A—ax1y,  B—bxy* , & Adx-±Bdyz=z 

mk* y dx , 
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ax2ydx— bbxy  dy.  Mais  en  différentiant  cette  quantité, 

on  trouve  que  fa  diflférentielledJ^/^x-H-iiar/xrfx*—!- 

(ax~  -+by*  ) d xdy—¥bxy*  d d y-+$bxy2  dy2  ne  convient 
pas  avec  la  propofée;  d’où  l’on  conclut  que  la  quantité 

a x2ydx— \-bxy'  dy  n’cft  pas  l’intégrale  qu’on  cherche.  Il 
faut  donc  voir  fi  on  pourra  trouver  un  fadeur  M,  fon- 
ction de  * & de  /,  qui,  en  multipüant  la  propofée,  la 
rende  intégrable.  Pour  cela  on  comparera  la  propofée 

avec  la  formule  generale  Eddx—yFdxI~bGdxdy—i- 

Hddy—bKdy2 , & on  aura  les  valeurs  fuivantes  E=z 

a K2 y,  F—  Zay*i  G — ïaxz-+iby\  H=zbxyJ , K = 


4 bxy2;  & fubftituant  ces  valeurs  dans  l’équation  de  con- 

EK  E(dH ) . (dE)  '(dH)  , FH  H (JE) 


dition  G—: 


H 


~hT\ 


dy 


on  trouve  zax 


/ bxy J 


E E'  d 

ax'y  \ 1 6 X y1 

bx1 


x . / î . ixyxxbxyl 
(ix  -±by>  — ; 


«x  y 


bx  y* 
a x*y 


zaxy=^ax  ~—^axz 


~+ax2 -+by*  —*■  zby*  — zby1  — zax2-\riby>  . Donc 
l’equation  de  condition  a lieu;  & on  cherchera  le  fa- 
deur M au  moyen  des  deux  équations  MF  — > 

&.MK  ^>0U3 ayxM~ ~x ,&4^x/  M= 

Ii 
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(d.bry  M),  sUpp0f0ns  M=-*m y* , les  expofans  m 8c  n 
étant  indéterminés,  on  doit  donc  avoir  les  deux  équa- 


tions 3 a y 


• T m — +- 1 
X 


(d.*xm-+  y-1) 


àx 


= ( OT  2 ) x 


ax 


1-4*  1 {H.  ht 


m -*•  1 <9  -*•  7 x 

2 _)  — 


V*-1" * î d’oii  l’on  tire  m— 1-2  — 3,  8c 
n— 1-3=4;  par  confequent  »»=i,  8c  n — i.  Le  fafleur 
M fera  donc  */,  8c  en  effet  fi  l’on  multiplie  l’equation 


propofée  par  elle  devient  ax* y* d dx-¥^ay'1  x* d** 

— 4-  (zax*  y -+  z b x y*)  d x d y b x1  y*  ddy—b^bx* y*  d yx 

=0,  8c  fon  intégrale  exaéle  eft  ax* yx d x— +■  b x* y* d y 
ï=zo. 


CCCCXL. 

Nous  ne  poufferons  pas  plus  loin  l’application  de 
cette  première  méthode.  On  comprend  facilement  par 
ce  que  nous  avons  dit  fur  les  différentielles  du  troifieme 
ordre  & des  fupérieurs  a 2,3,  8c c.  variables,  8c  par 
les  Articles  precedens , comment  on  peut  s’en  fervir 
pour  les  équations  a 2,3,  8c c.  variables  des  ordres 
plus  elevés  que  le  fécond.  Toute  la  difficulté  confifte 
dans  la  longueur  des  calculs,  qui  eft  inévitable,  lorfqu’- 
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il  s’agît  des  équations  différentielles  du  3.* , 4.* , &c. 
ordre,  8c  furtoat  lorfqu’elles  contiennent  plus  de  deux 
variables.  Il  n’efl  pas  même  neceffaire  que  nous  trai- 
tions icy  des  équations  différentielles,  dans  lefquelles 
on  fuppofe  une  première  différence,  comme  </*,  con- 
fiante, car  nous  allons  donner  une  méthode  generale 
pour  rendre  variables  toutes  les  premières  différences 
dans  toutes  les  équations  différentielles,  où  l’on  en  aura 
fuppofé  une  confiante,  8c  réciproquement  nous  donne- 
rons la  méthode  de  rendre  a volonté  une  des  deux  dif- 
férences confiante,  8c  enfin  nous  expliquerons  par  d’au- 
tres méthodes  la  maniéré  d’intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles d’un  ordre  fupérieur,  dans  lefquelles  on  fup- 
pofe une  première  différence  confiante.  Au  refie  on 
voit  par  tout  ce  que  nous  avons  déjà  dit  ( Article 
ccccxxxvn.),  qu’en  mettant  dans  l’equation  du  fé- 
cond ordre  a deux  variables  une  confiante  au  lieu  de 
la  différence  première  qu’on  a fuppofé  confiante , par 
exemple , c au  lieu  de  ci  x , & une  variable  « pour  la 
première  différence  dy  de  l’autre  variable  , on  réduit 
cette  équation  du  fécond  ordre  a la  forme  d’une  équa- 
tion du  premier  ordre  a trois  variables,  qu’on  traitera 
comme  telle  par  les  méthodes,  que  nous  avons  expli- 
quées fort  au  long  dans  le  Chapitre  I.  de  la  fécondé 
Partie;  8c  on  pourra  réduire  de  même  les  équations 
différentielles  du  troifieme  ordre  a la  forme  de  celles 
du  fécond  ordre,  8c  aiufi  des  autres. 
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CCCCXLI. 

I^L  • 

Soit  Adx1~bBdxdy—\-Cdy1—*-Dddy~o  une 
équation  différentielle  a deux  variables,  & du  fécond 
ordre,  dans  laquelle  la  première  différence  dx  eft  fup- 
pofée  confiante,  on  la  ramènera  aifément  a une  diffé- 
rentielle, qui  ne  renfermera  aucune  différence  confiante. 

On  divifera  cette  équation  par  dx,  pour  avoir 
Adx-\-Bdy—¥~^ 4-  — 0.  Il  efl  clair  qu’a 

caufe  de  dx  fuppofée  confiante,  on  peut  écrire  “j*  ■ ■ 

a la  place  de  mais  fi  l’on  veut  que  dx  foit 

variable,  on  aura  alors  en  différentiant  ^ (~)  — 

? & par  confequent  l’equation  fe  change 

en  celle-cy  Adx-y-Bdy-^-^— i-D  ~~fy  , 

qui  n’a  aucune  différence  confiante.  L’operation  feroit 
la  même  pour  les  différentielles  des  ordres  fupérieurs. 
Soit  la  différentielle  du  troifieme  orAn  Ad  x'  —>r  Bd  x2  d y 
C dy1  d x— t-  Ddy^  —+■  Edxd  dy-+  F dy  ddy  — +-G  d‘  y—o  > 
dans  laquelle  dx  efl  toujours  fuppofée  confiante.  On 

aura,  en  divifànt  par  dx2,  Adx—*-Bdy-+ ► 
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F d y H d y 
dxx 


Char.  V. 

~j~r — °>  que  Ion  pourra 


auffi  écrire  ainfi  Adx—h  B dy 


+ 


Cdy 1 
dx 


dxx 


E ' d ( 37  ) “+■ F ■ 77' • d (è  ) G • d [ Ci)  à (77)  ] = ' o , 


dans  laquelle  équation  on  fera  tout  varier  dans  les  dif- 
férentiations indiquées  par  la  lettre  d;  on  aura  alors 
une  équation  a différences  troifiemes  fans  aucune  con- 
fiante . Il  eft  évident  qu’on  pourroit  de  la  même 
maniéré  faire  varier  dxy  & rendre  dy  confiante. 
Car  dans  l’equation  différentielle  precedente  du  fé- 


cond ordre  Adx-^-Bdy-b^j. = 


on  pourra  différentier  en  fuppofant  dx  variable, 


& dy  confiante.  On  feroit  la  même  chofe  dans  l’e- 
quation  différentielle  du  troifieme  ordre,  en  faifant  va- 
rier </#,  & rendant  dy  confiante  dans  tous  les  termes 
affe&és  du  figne  de  différentiation.  Cette  transforma- 
tion eft  utile  dans  bien  des  cas,  car  il  arrive  fouvent 
que  le  choix  de  la  différentielle,  qu’on  fuppofe  confian- 
te, facilite  beaucoup  l’intégration  comme  nous  le  ver- 
rons dans  la  fuite. 


CCCCXLII. 

On  peut  faire  les  transformations  precedentes  par 
le  moyen  de  quelques  fubftitutions , qui  peuvent  fou- 
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vent  être  d’un  grand  ufage.  Soient  x,  y les  deux  va- 
riables, on  introduit  une  nouvelle  variable  py  en  fai- 
fant  pdx  = dyy  on  fait  de  plus  qdx—dpy  rdx—dq , 


ou  p — - j7,  q — = (Je.  ; dx  étant  confian- 

te. Si  on  veut  maintenant  rendre  variables  dxy  8c  dyy 
on  aura  en  différentiant  dp—  & par 

d x 

r dxddy — dyddx  „ . 

conlequent  q — - , 8c  d q — 

dxtd,y — J dx  d d x d d y-+  j d y d d xl  — dxdyd1  x ^ ainfi  dâ 

__  » 

fuite.  Soit,  par  exemple,  l’exprcflion  différentielle 

, dans  laquelle  dx  eft  fuppofée  confiante.  En  fai- 

lànt  pdx  — dyy  d p = q d x y elle  fe  change  en  qx  • 
mais  cette  quantité  laquelle  en  apparence  ne  renferme 
aucune  différentielle,  en  fubftituant  la  valeur  de  q — 

dxddy — dyddx  , . xdxddy — xdyddx  . , 

, devient  — , qui  n a 


dx 1 


dx> 


plus  aucune  différentielle  confiante. 

De  même  ft  on  avoir  la  différentielle  —rr—% 

da  x 7 

dans  laquelle  on  fuppofe  dy  confiante,  on  ferait  dy  — 
pdxy  dp  = qdxy  ï éxpreffion  precedente  fe  changera 

en  cette  autre  — L(-'-^pP)  j & fubftituant  a la  place  de 

p 8c  ds  q leurs  valeurs,  on  aura  la  différentielle  fans 
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confiantes  x/d^-TdxI'd}’  ^ arrive  afféz  fouvent  dans 
la  folution  des  Problèmes  qu’on  fuppofe  ydxy  8c 

if dxï-\-dy'1  confiantes . On  changeroit  de  la  même 
façon  ces  différentielles  en  d’autres  expreffions  fans  diffé- 
rentielles confiantes.  Soit  la  différentielle 

a x d / ' 

dans  laquelle  on  fuppofe  ydx  confiante,  on  aura  par 
la  fubflitution  1 — -y--+--y-,  latlueUe>  en  ne  fnppo- 
fànt  aucune  différentielle  confiante , devient  — ■ 1 -+• 


xdy 

ydx 


f xdxddy — xdyddx 

V TFT, 


xd  x d yx—yd  xxdy—y  x d x d d,  -4- y x d,  dd  X 
y d xx  d y 


Enfin  foit 


dxx-4-dyx 

ddjr 


dans  laquelle  on  fuppofe  confiante 


v' d x*—¥dyz  • en  faifànt,  comme  cy-devant,  d/z=: 
pdx , 8c  d p~q  d x , la  différentielle  fe  réduit  a cette 
forme  - , 8c  en  fubflituant  -jj-  a la  place  de 


p , 8c  dxdd^  dyddJL  a la  place  de  q , on  aura 
(dx  ~*'r)v  , expreffion  qui  ne  renferme  plus  au- 

dxxdd, — dxdyddx  * * 

cune  différentielle  confiante.  Il  efl  évident  que,  fi  on 
vouloir  au  contraire  transformer  une  différentielle  d’un 
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ordre  fupérieur  quelconque  , dans  laquelle  on  n’auroit 
fuppofé  aucune  différentielle  confiante,  en  une  autre, 
dans  laquelle  on  regarderait  comme  confiante  quelque 
différentielle,  il  ne  faudroit  que  fuppofer  cette  différen- 
tielle égalé  a zéro,  par  exemple,  ddx-=zo,  = 

ou  ddy^=zoy  d* y = o,  Ù“c.  De  même,  fi  on  avoit 
une  différentielle,  dans  laquelle  on  auroit  fuppofé  une 
des  différentielles  confiante,  on  pourroit  la  réduire  a 
une  autre  expreffion , dans  laquelle  on  fuppoferoit  l’au- 
tre différentielle  confiante,  il  faudroit  feulement  rame- 
ner la  première  expreffion  a une  autre,  qui  n’auroit 
plus  de  différentielles  confiantes,  8c  faire  enfuite  celle 
qu’on  voudrait  égalé  a zéro. 

CCCGXLIII. 

On  peut  déduire  de  ces  transformations  une  mé- 
thode aifée  pour  examiner  les  équations  différentielles  a 
deux  variables  d’un  ordre  quelconque,  c’efl  a dire, 
pour  déterminer  fi  ces  différentielles  font  abfurdes,  8c 
fi  elles  ne  peuvent  avoir  lieu  dans  la  folution  d’aucun 
Problème. 

Etant  propofée  une  équation  différentielle  d’un  or- 
dre quelconque,  dans  laquelle  on  n’a  fuppofé  aucune 
différentielle  confiante,  on  fera  dx  confiante,  8c  on  ré- 
duira enfuite  l’equation  a une  forme,  qui  ne  fuppofé 

aucune 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  V.  257 

aucune  différentielle  confiante  en  écrivant  comme  cy- 

devant  ddy — • *■  a la  place  de  ddy , 8c  d*y~— 

y a a x ci  à v 2 dpddx*  d y x t 1 1 1 

- — h — — ~ — a*  la  place  de  cry*  Cela 

étant  fait,  on  obfervera  fi  l'equation  qui  en  refulte 
convient  avec  la  propofée.  Si  cela  fe  trouve,  la  propo- 
fée  renferme  un  rapport  déterminé  entre  Les  variables 
x 8c  y;  mais,  fi  cela  n’arriva  pas,  l'equarion  fera  va- 
gue, 8c  ne  fournira  aucun  rapport  certain  entre  x 8c y. 
Car  puifqu’on  ne  fuppofe  aucune  différentielle  confiante, 
il  efl  libre  de  choifir  la  confiante,  & ayant  fuppofé 
l’une  ou  l’autre  différentielle  confiante,  la  fuppofition 
doit  donner  le  meme  rapport  entre  les  variables,  autre- 
ment l’equation  n’exprimeroit  aucun  rapport  déterminé. 
Or  les  équations  différentielles  a deux  variables  provien- 
nent d’équations  finies  entre  ces  variables,  & elles  ex- 
priment par  confequent  un  certain  rapport  entre  x8cy , 
cnforte  que,  / étant  une  fonction  de  x , l’equation  dif- 
férentielle doit  devenir  identique,  en  fubflituant  x a la 
place  de/,  & fes  différentielles  au  lieu  de  dy,  dy1 , Cfc. 
Nous  allons  éclaircir  cette  méthode  importante-  par  l’e* 
quation  fuivarue  Pddx—\-£)ddy-\-Rdx1-\-Sdxdy-»r 
Tdyr=.o,  qui  n’a  point  de  différentielle  confiante,  & 
dans  laquelle  P,  P,  5*,  T font  des  fonélions  de  x 
8c  de  /.  On  fait  dx  confiante,  8c  l'equation  devient 

K k 
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Qd  dy-+  Rd  x1  -+S  d xdy  -\-Tdy*  a caufe  de  ddx 
=0  on  réduit  enfuite  cette  différentielle  a une  autre 
forme  qui  n’a  plus  de  différentielle  confiante,  & on  a 

— ^ ‘a  x ^ X -*~'Q_ddy-+Rdx1—*-Sdx  dy-+T dy1  =eo  , 
qui  ne  diffère  de  la  première,  que  dans  le  premier  ter- 
me; il  faut  donc  obferver  fi  P= — Si  cela  arri- 
ve, l’equation  propofée  exprimera  un  rapport  déterminé 
entre  x 8c  /,  qu’on  pourra  trouver  par  le  calcul  inté- 
gral ; autrement  l’equation  fera  abfurde  ou  impoffible , 
8c  par  confequent  il  fera  inutile  d’en  chercher  l’intégra- 
le dans  cet  état.  Il  faut  donc,  afin  que  la  propofée 
ne  foit  point  abfurde,  que  Pdx-+£)dy  foit  = 0.  Or 
cela  peut  arriver  de  deux  façons;  car  l’equation  Pdx 
— t -g)dy=o  peut  être  identique,  c’efl  a dire,  P=— 

, ou  bien  Pdx-+(j)dy=o  peut  être  l’equation 

différentielle  du  premier  degré,  par  la  différentiation 
de  laquelle  on  a eù  la  différentielle  propofée  du  fécond 
ordre.  Dans  ce  cas  on  auroit  la  différentielle  de  Pdx 
-H — P d dx—¥  Qddy—\ d P d x-+d  Qdy  — 0,  la- 
quelle étant  fouflraite  de  la  différentielle  propofée,  don- 
ne Rd  xx  — +-5“  dxdy  —H  T dy1  tt=.d  P dx-+-  d £)d y . Or  dy 

~ — ; donc,  en  fubflituant,  on  pourra  faire  difpa- 

roître  les  différentielles,  & on  aura  une  équation  finie 
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entre  x & /:  par  confequent  l’equation  propofée  pour- 
ra fe  refoudre  dans  ce  cas  fans  le  fccours  du  calcul  in- 
tégral, 8c  elle  fera  du  nombre  de  celles  que  nous  avons 
traitées  ailleurs  - Nous  ajouterons  un  exemple  d’une  e- 
quation  impoffible.. 

Soit  donc  l’equation  fans  aucune  différentielle  con- 
fiante y y ddx — xx  d dy-¥y  d x*  — xdy1-*-adxdy~o  j 
on  aura,  en  comparant  avec  l’equation  generale  prece- 
dente P=//,  = — xx,  & par  confequent  yydx — 

xxd/=o,  laquelle  équation  étant  différenciée  une  fé- 


condé fois,  8c  égalée  a la  propofée  donneroit  ydx1 — 


x dy2  —H  ad xdy  — zy  d xdy — 2 xdxdy)  mais  puifque 
dy~  —x  on  aura,,  en  éliminant  les  différentielles,, 


g y y . 

JC  x 


, 1 r 


ou  x5 — y'  —t-axy~ 


2 xyy  — 2 xx/.  Voyons  maintenant  fi  cette  équation 
convient  avec  la  différentielle  yydx — xxd/=o,  on 
aura  en  différenciant  8c  formant  l’égalité  $xxdx — 
3 y y dy  -\-axdy  —¥ay  dx,'=ziyy  d x -¥ ^xy  dy  — 2 xxdy 


— 4 xy  d x , ou  bien  — — 


-T  xx-f-.i  y — ï r y— I-  4 r y 


, de  laquel- 


le équation,  8c  de  dy: 


confequent  3 x4-+-4*?/- 


4 î 

• 4Xx/=3/^—h4x/  — a x//, 
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ou  axyz=z 


uz 


•4*J 


! — 


•xy  y — xx  y 


— 3 x1 . Mais  nous  avions  déjà  trouvé  l’equation  finie 
axy—y*-¥zxyy — 2 xxy—x*1,  laquelle  étant  foufirai- 
te  de  la  precedente,  donne  2 /5 — xyy-¥xxy  — 2 xJ 
=ro,  équation  qui  peut  fe  refoudre  en  celles-cy,  o—y 
— -x,  & o = 2//-+-/x— H 2 xx.  La  première/  — x=o, 
ou  / = # peut  làtisfaire  a l’equation  trouvée  dy  = 
; mais  elle  efi  incompatible  avec  l’equation  finie 

*? — \-axy~2xyy — î**/,  a moins  qu’on  ne 
faffe  a=zo,  ou  qu’on  ne  fuppofe  x 8c  y confiantes,  dans 
lequel  cas  </x  = o,  8c  dy  = o fâtisfait  a toutes  les 
équations  différentielles;  ce  qui  efi  abfurde,  8c  par  con- 
fequent  la  différentielle  propofée  efi  impoiïible . 


CCCCXLIV. 


Nous  allons  faire  voir  maintenant  1’ufage  des  trans- 

O 

formations  precedentes  pour  faciliter  les  intégrations  des 
différentielles  fupérieures.  Soit  l’equation  différentielle 
d x1  dy  — dy*  =za  d x d dy  -+■  x d x d dy  , dans  laquelle 
on  fuppofe  dx  confiante,  8c  qu’on  ne  voit  pas  tout 
d’un  coup  être  intégrable.  Nous  rendons  dx  variable 
en  écrivant,  comme  nous  avons  dit  cy-deffus  dxdy  — 
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’ÏJj  = (adx-+xdx)d.  (-^),  & en  prenant  dy  cou- 
rante dans  la  différentiation  indiquée  par  la  parenthefe , 

nous  aurons  la  différentielle  dxdy x 

-4 -xdx)  -y 7*  , laquelle  étant  réduite  devient  dx'-+ 

xddx-4-addx  — ày2  — o , dont  on  trouve  auffitêt 
l’intégrale  en  faifant  ddx~du , dx  — u ; car  la  diffé- 
rentielle fe  change  en  udx-+xdu-*-adu  — dy2—o. 
L’intégrale  des  trois  premiers  termes  eft  ux— \-au^  8c 

l’intégrale  du  quatrième  — dy 1 eft  — ydy , a caufe 
de  dy  confiante . Donc  l’intégrale  totale  eft  xdx-+ 
adx — y dy—*C dy~0)  en  remettant  la  valeur  de 
8c  ajoutant  la  confiante  Cdy  du  meme  ordre  que  l'in- 
tégrale. Enfin  en  intégrant  de  nouveau  on  aura  — ** 

DD  I 

— + ax x-y2 -hCy-bC'—o,  comme  il  eft  évident. 

CCCCXLV. 

Quoiqu’on  ne  puiffe  pas  établir  de  réglé  generale 
pour  le  choix  de  la  différentielle  confiante , ce  choix 
cependant  eft  fort  fouvent  indiqué  a un  Calculateur  ex- 
périmenté par  la  forme  de  l’equation  propofée , comme 
on  verra  par  les  deux  Exemples  fuivants . 


z6z  Elemens  du  Calcul  Intégral 

Soit  l'equation  différentielle  zXx"  dy' — dy' 
d x1  d y —-xdy  d d x-^x  d xd  à y , ou  X— 


d y* H x*  d V — * d y d d t — ♦*  t d x dd  y , « ii  v 

— - — dans  laquelle-  X repre- 

fonte  une  fonélion  quelconque  de  x.  Nous  obforvons 


dans  cette  équation,,  que  les  deux  termes  dxïdy-¥- 
xdxddy  divifées  par  d x donnent  dxdy-¥xddy  , 
dont  l'intégrale  efl  xd y.  On  remarque  encore  que 


dx'dy — xdyddx  divifés  par  — **<//,  donnent 
_~T-. — rtT.  dont  l’intégrale  efl  —,  d’où  Ion  voit 

XX  ' ^ X 1 


qu’on  peut  détruire  egalement  deux  termes  dans  la 
propofée-,  en  fuppofant  confiante  l’une,  ou  l’autre  inté- 


grale. xdy,  ou 


Sappofons  en  premier  lieu  xdy  — C confiante  ; 
donc  xd dy-¥dy d x = o,  & en  multipliant  par  dx, 
on  aura  encore  x d x d dy  -bd  y d x*  = o ce  qui  réduit 

la  différentielle  propofée  a celle-cy  X—,lv  ~'lJya^x  # 
Mais  x d dy -+-  d x dy=o,  d’où  l’on  tire  dy=z — ~j~ 


donc  en  fubflituant  cette  valeur  a la  place  de  dy  y> 
nous,  aurons  X= ïAl±LL  — 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  V.  26  y 

— xdy^ddy  — xdydxddx  — dyxddy — dydxddx  -,  . 

ij  j j " , • Mais 

ix‘dxdy  tx  dxdy* 

*dy=zC  par  la  fuppofition.  Donc  dy=z^y  8c  Y — 

— dyddy  — dxddx  „„  v j — dyddy  — dxddx 

,c 'dx  ’ ou  Xd*  — T^T > &, 

en  intégrant,  S.Xdx=z  — y'~d'' — >-?— ~dyx-dxx 

4C1  “ 4 «*  dyx 

r+CT,  en  remettant  a la  place  de  C fa  valeur  xdy. 

On  auroit  pû  intégrer  cette  différentielle  tout 
d’un  coup,  après  être  arrivé  a l'equation  X=z 

dy 5 — xdyddx  , . , 

— ; , en  multipliant  par  dx;  car  on  auroit 


Xd  x — 


dx 


dxddx 


2 x* 


dont  l’intégrale,  a caufe  de 


xzdy*  confiante,  efl  S. Xdx=z—  — 1— 

' 7 4** 

comme  cy-deffus. 


-rr~r±c’> 

4 *-djl  1 


Suppofons  en  fécond  lieu  —■  confiante;  cette  fup- 
pofition donne  -dJx~dx  =o>  8c  en  multipliant  par 

— xxdy , on  a — xdy  ddx-y-dx1  dy  = o,  équation  qui 
fait  évanouir  le  fécond  & le  troifieme  termes  de  la 
différentielle  propofée  qui  devient  X =z  d^ 

xx'dy*  * 

8c  en  multipliant  par  dx  nous  aurons  Xdx=z 
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dxdy*-+xdx*ddy 
2Xl  dyl 


— — H — * a,i.Z.,  Or  fi  dans  le  ter- 

îX3  ix'dy* 


me 


d x1  dd  y 

T7 


on  fait  ddy  — du^  8c  par  confequent 


d y=zu , & d-y*—uJ  , on  aura  la  différentielle 

— x~ J d x — i-  . dLL.  ,u  5 du  , dont  l’intégrale  efl 
» » **  ’ ° 


S.Xd  x — - 


dx 1 
4 x*  na* 


+c= 


4**  4*iB1  — 4**  4 x1  d y1 

z±C  ■>  en  mettant  la  valeur  de  u , 8c  ajoutant  la  con- 
fiante; ce  qui  donne  la  même  intégrale  que  la  prece- 


dente... 

Soit  enfin  propofée  l’équation  fuivante  xy(d  xd  d y 
— dyddx^—ydydx2 — yydTdy" — ■ x.dxdy * , dans 
laquelle  T eft  une  fonélion  quelconque  de  y.  Nous  re-- 
marquons  que  dans  cette  équation  il  y a trois  termes , 


fçavoir,  yxdyddx-bydydx1 — xdxdy' , lefquels  div> 
fés  par  / y dy  forment-  une  différentielle  compiette 

y*ddx-+>dx'-*dxdy  l’intégrale  efi  On 

prend  donc  pour  confiante  ce  qui  donne  en  dif- 
férenciant * f ^ * ~ xa*ay  —o . Donc  la  propo» 

fée  fe  réduit  a xydxddy~^-yydrdy1~o,  c’eft  a 
dire-,  d i~=z~  *^XJ ^ y , dont  l’intégrale  eft  Tz=.~~ 

Z±C, 


f» 
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^f-C,  comme  il  eft  évident,  yy  étant  fuppofée  con- 
fiante. 

On  peut  conclure  de  ces  exemples  que,  pour  ren- 
dre l’intégration  plus  facile,  il  faut  obferver  fi  dans  la 
différentielle  propofée  il  y a deux,  trois,  ou  plufieurs 
termes,  qui  étant  multipliés,  ou  divifés  par  un  faéfeur 
commun,  puiffent  s’intégrer;  on  en  prend  l’intégrale, 
& c’eft  cette  intégrale  qu’on  fuppofe  confiante, 

CCCCXLVI. 

Nous  ajouterons  icy  une  méthode  generale  pour 
intégrer  les  équations  différentielles  des  ordres  fupérieurs, 
lorfqu’elles  ne  font  pas  intégrables  dans  l’etat  où  elles  fe 
trouvent,  & qu’il  faut  les  multiplier  par  un  faéleur 
pour  les  rendre  exafles . Nous  commençerons  par  les 
équations  a deux  variables  * & dans  lefquelles  il 
n’y  a point  de  différences  qui  palfent  le  fécond  ordre, 
a quelques  puiflances  que  foient  elevées  les  premières 
différences  dx  & dy.  Nous  fuppo ferons  qu’une  de  ces 
premières  différences  eft  confiante  ; mais  il  fera  facile 
d’en  conclure  comment  il  faudroit  fe  conduire , fi  elles 
etoient  toutes  deux  variables. 

CCCCXLVII. 

Soit  Addy-+-B—o  l’equation  generale  qui  peut 
reprefenter  toute  équation  différentielle  a deux  variables 

L 1 
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x 8c  /,  dans  laquelle  dx  ell  confiante,  8c  qui  ne  con- 
tient d’autre  différence  féconde  que  ddy,  avec  des  puif- 
fances  quelconques  des  premières  différences  dx  8c  dp , A 
8c  B étant  des  fondions  quelconques  de  *,/,  dxy  dyy 
& de  confiantes.  On  écrit  ainfi  cette  équation  Ad  dy 

( B — K)  K • 

-4-- — d— -dy-*-— . dx—oy  qui  efl  la  même  que  la 

• (B K ) JC 

precedente,  puifque  —jy— ,dx=B — K-+K 

= J3. 

On  multiplie  cette  équation  par  un  faêleur  indé- 
terminé My  qu’on  fuppofe  être  une  fonction  de 
dx , dyy  8c  de  confiantes;  8c  l’on  a le  produit  MAddy 

— — dy— <- jj.  dx=zzoy  qu’on  fuppofe  être  une 

différentielle  complette,  que  nous  defignerons  par  (O). 
Cela  pofé,  nous  aurons  trois  différences,  fçavoir,  ddy , 
dyy  8c  dx.  Regardant  donc  ces  trois  différences,  com- 
me celles  d’autant  de  variables  dy,  y,  8c  xy  &la  dif- 
férentielle complette  (O) , comme  la  même  quecelle-cy, 

MAd dy—i-MB'dy-+MC d x , en  fuppofant  B'~^~-y 
& C—~d— , on  aura  (Art.  cccxxxvi.)  ces  trois  equa- 

(d.  MA)  (d.Mff)  (d.MA)  (d.MC)  ( d.  M B ') 
ttons  — JJ  — — 77}  > dx  — ddy  • 7x 

> ou>  en  remettant  les  valeurs  de  B'  & de  C, 
les  trois  fuivantes 
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(d.MA)_ 

CAMTr) 

ày 

ddy 

(J.  MA) 

dx  

a à y * 

_u^) 

d x 

<*> 

i6y 


De  ces  trois  équations  on  pourroit  par  le  même  Art. 
cccxxxvi.  en  déduire  une  où  M n’entreroit  plus,  & 
qui  ferviroit  a déterminer  X;  enfuite  on  determineroit 
M au  moyen  de  deux  des  trois  équations  precedentes. 
Mais  on  peut  Amplifier  cette  recherche-,  & la  borner  a 
chercher  pour  M une  fonction  de  x,  /,  </x,  qui 
fatisfâfle  a ces  deux  équations.- 


La  différentielle  du  produit  jy.  M(B — K ) prife 
en  ne-  faifant  varier  que  d /,  après  qu’on  l’a  divifée  par 

Donc  la  première  des  trois  équations  cy-delfus  fe  ré- 


duit a celle-cy,  — K)-¥ 

^yY  à j Nous  la  defignerons  par  (P); 
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La  fécondé  équation 


(J.  MA 


(*$*■)_  . 

ddy  d x ' 


Ç J.  MK ) 
ddy 


donne 


( d.  m KY 


:dx.  8c  fubftituant 

a x * 

/nN  _ (d.M AJ  _ 


cette  valeur  dans  1 équation  (P)  y oti  aura  — 

r , „ N I ( d»  M B ) dx  {d,  MA) 

'i)^i;-^7S7L-iy--j7J-,  d°u 

l’on  tire  M(B—K)=dJy.^-I7y àxdy^-j-s 

d y , & MK=zMB—dy.^jlp^rdxdy.X 


{d.MA)  d’où  il  fera  facile  d’avoir  K , 

dès  que  M fera  connu. 

Subflituant  les  valeurs  de  M{B  — üC),  & de 
MK  y qu’on  vient  de  trouver  dans  la  première  équa- 
tion \ ri  & dans  la  troifieme 

liuu  j y d d y 
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Nous  defignerons  la  première  de  ces  deux  équations  par 
(j§>),  8c  la  fécondé  par  (R). 

La  queflion  eft  donc  réduite  a trouver  pour  M une 
fonélion  de  #,  /,  dx,  dy  & de  confiantes,  qui  fatisfaf- 
fe  a ces  deux  équations.  Mais  quoique  cela  foit  tou- 
jours poflible  , cela  n’efl  pas  egalement  facile.  Nous  nous 
contenterons  d’examiner  quelques  équations  plus  limitées , 
mais  cependant  très-etenduës , après  avoir  obfervé  qu’en 
écrivant  i pour  M dans  les  deux  dernieres  équations, 
on  aura  les  deux  équations  de  condition  necefïàires, 
pour  qu’une  équation  différentielle  quelconque  du  fécond 
ordre  a deux  variables  x,  8c  y,  avec  dx  confiante,  foit 
intégrable  dans  l’etat  où  elle  eft  . 

CCCCXLVIII. 

Soit  propofé  d’intégrer  l’equation  du  fécond  ordre 
Ed xz  -+-F d x d y — t-G d yz-t-Hd dy=o,  dans  laquelle  d x 
eft  confiante.  £,F,G,  H,  8c  le  facleur  M qui  lui  man- 
que pour  la  rendre  intégrable,  font  des  fondions  de  #, 
de  y,  & de  confiantes,  qui  ne  renferment  ny  dx> 
ny  dy. 

Si  l’on  compare  cette  équation  a l’equation  gene- 
rale Ad  dy-+-B  — oy  on  aura  A H ; B — Edx2—b 
Fdxdy—bGdy 1 , 8c  par  confequent  MB  — MEdx *— <- 
MF  dxdy-+MGdyl  ; fubflituant  ces  valeurs  de  A , de 
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MB,  8c  de  B dans  les  deux  équations  (j^)  & (R), 

que  nous  avons  trouvées  cy-deffus  pour  déterminer  M, 

8c  faifant  attention  a la  fuppofition  que  nous  fàifons , 
fçavoir , que  E,  F,  G,  H,  8c  M , ne  renferment  ny  dx , 

ny  dy , la  première  équation  (j£>)  deviendra  ' — 

MG,  8c  la  fécondé  équation  (R),,  après  y avoir  auffi 

fubftitué.  pour  • d la.  valeur  MG,  deviendra 

d x à J;  »< 

car,  ft  on  prend  la  différentielle  de  MB'  en  ne  faifant 
varier  que  dy  , on  aura.  d.MB  — MFdxddy—y-- 
ïMGdyddy  ; par  confequent  -~MF  dx-\- 

j O (d.  M B)  J (d.MA)  , f d.MA) 

2.MG  dy  ; 8c  —yÀy  • —dx)  d g —dy  ; = MFdx. 

->4-2  MGdy—dx—j1^--  — dy-J La  différentielle- 
de  toute  cette- quantité,  en  ne  faifant  varier  que  dy ,, 

8c  divifant  par.  ddy,  eft.  xMG — -•  Donc  la  pre- 
mière équation  ( j^)  fera.^'j^  — = 2 MG  — • — ^ H-  , ou 

Î(^H)  = 2MG, 

Si  dans  le  premier  membre  de  la  fécondé-  équation; 
(R)  on  fubftitue:  MFdx-+iMGdy  pour  \ 8c. 
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MG  pour  , ce  premier  membre  deviendra 

p.  £ MFdx-t-MGdy  — dx  JiJîiLl  Vj 

à x ; & fi  dans  le  fécond 

membre  de  la  même  équation  (R)  on  fubftitùe  MEdx 

— +•  MF  à y —H  ^d/-~  pour  MF  dy~¥  — , 

&^pour^.^,  ce  fécond 

membre  deviendra  ’ — ; . La  fe. 

conde  équation  fera  donc  telle  que  nous  l’avons  dit . 
Or,  puifque  par  la  première  équation  MG  = 
» en  prenant  la  différentielle  de  part  & d’autre, 
& ne  faifant  varier  que  #,  8c  divifant  enfuite  par  dx , 

on  aura<‘/’MC)—  — f 

on  aura  77*-”  j;  — -j~dj  ■■■'  ; fub- 


ftituant  cette  valeur  de  ^ d'™xG  ^ dans  la  fécondé  équation; 
apres  en  avoir  divifé  chaque  membre  par  dx,  & fe 
reffouvenaut  que  dx  eft  toujours  confiante , on  trouve 


[ d.  ( d.  M H ) ] (d.  ME) 

d X d X dy  "> 


entendant  par  cette 


expreffion  qu’on  doit  différentier  MH  en  faifant  varier 
*,  & divifer  enfuite  par  d x , puis  différentier  le  reful- 
tat  en  faifant  varier  #,  & divifer  encore  par  dx.  Les 
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( </.  M F ) (d.M  F)  Q,n/rr, 

deux  équations  — —x 1 — 77751 — — — T, — » ®ciWtx 

= font  cdIes  nQUS 
“ " dy  d y d y A 

avons  a traiter  actuellement  pour  intégrer  la  propofée. 

Obfervons  maintenant  que  dans  cette  derniere  e- 
quation  il  n’y  a que  y qui  foit  regardée  comme  varia- 
ble. Cela  pofé , en  multipliant  toute  l’equation  par 
dy , puis  la  divifant  par  MH,  & tranfpofant,  on  trou- 


ve 


d M G J, 


d.  H 


; prenant  l’intégrale , en  regar- 


m — H 

dant  / feule  comme  variable , puifque  la  différentiation 
a été  faite  dans  cette  fuppofuion , on  aura  L.M=. 

— L.H-+-L.X;  on  ajoute  pour  confiante  la 

quantité  L.X,  par  laquelle  on  entend  une  fonction  de 
x & de  confiantes;  c’eft  par  ce  qu’on  a fuppofé  x con- 
fiante dans  la  différentiation. 

p j 

En  fuppofant  L.c—  1,  on  aura  L. 

r 

L.e—L.H-+L.X  — L.e  H — L.  H — *•  JL.  X , d’où 
x S.— 

l’on  tire  M=üf  H • Si  l’on  fubftitue  cette  valeur 

n 

( d.MT ) \d.(.d.MH))  __(d.ME) 

de  M dans  1 équation  — — J — —7 — — ■ -a~,  y 

s,£Il 

8c  que  l’on  divife  enfui  te  par  c " , on  aura  l’equa- 

tion . 
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tion,  qui  doit  déterminer  X.  Or,  comme  X doit  être 
une  fonction  de  x,  il  s’enfuit  que  pour  que  l’equation 
foit  intégrable  par  la  multiplication  d’un  faéleur  com- 
pofé  feulement  de  x,  de/,  & de  confiantes,  il  faut 
que  dans  celle-cy  toutes  les  / difparoiifent . 

Suppofons , par  exemple , que  l’equation  propofée 
foit  zy  d x1  — H ( 2X  — l~3yx)dxdy-+2xïdy1  -t-x1  y ddy 

= 0,  qui  n’eft  point  intégrable  dans  l’etat  où  elle  eft; 
on  aura  donc  H=xzyi  G = 2 x*,  F~  2 x -4-  3/* , 
£ = 2/;  donc  S.  jjdy  = £./*,&  M= 


. Or  eL'>i=y1;  car,  puifque  L.e—i  , on 

aura  L.^.L.e  ==£./*;  par  confequent  L. = £./1 
& cUyX  =-yx  . Donc  M=-^—  = . Subftituant 

X j * 

cette  valeur  de  M,  & celles  de  H,  F,  £ dans  l’equa- 

. (d.  MF)  2 yd X ly  X . ? y1  d X 

tion  ; — - — 'Oï.,  on  aura  — ■ — 

dx  ' xdx  _»  xdx 


U_ VA y1  d d X __  4 rX  . 

**  J*1  j 


, ou  bien 


62* 


■ — 12_£. _ uLdJL  — 0 , Egalant  donc  a zéro 

xdx  ,»  5 

la  fomme  des  termes  affeflés  de  la  même  puiflance  de 


/,  on  aura  les  deux  équations  •}~yi  ■ 


6 yx 


X 

M m 


0 , & 
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v'. — 1L2L  — ZJAJL  — o.  Divifânt  enfuite  la  prc- 

xnierc  équation  par/,  & l’autre  par/*  , on  aura, 
après  réduction  faite,  •'  x * > & — x2  d d X —+■ 

3 xdXdx — 3 Xdx2  = o.  La  première  équation  étant 
intégrée  donne  L.  X=  3 L.  x = L.xJ  • par  confequent 
X = *’,  & cette  valeur  fubltituée  dans  la  fécondé,  / 
fatisfait.  On  a donc  X = x’  , & par  confequent 
M — — = */  • 

Maintenant  , fi  l’on  remonte  a la  valeur  de  M K 
déjà  trouvée,  on  aura  MK  — ï xy2dx‘  — h 3 x'y'dxdy, 
& 71/(5  — Té  ) = 2 x2  y dxdy-+  2 xJ  y d y2 , enforte  que 
l’equation  rapportée  a la  forme  generale  M Ad  d y-* 
M ■ ^ x — 0 devient  xiyzddy  — h 

( 2 x2 y d x-\-  î*>/(//)(//-+(î  xy2  d x- +•  3 x'  y1  d y ) X 
dx=zo.  On  trouvera  par  les  méthodes  que  nous  avons 
données , que  cette  différentielle  eft  complette , & que 
fon  intégrale,  en  ajoutant  la  confiante,  eft  x' y2  d y 
x / d x-+cd  x = o. 
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On  peut  prendre  pour  fécond  exemple  l’equation 

*-+(**  -4-x/)X 

ddy  — oy  qui  s’intégrera  de  la  même  maniéré.  On 
trouvera  X—xy  & M=.x-+y. 

CCCGXLIX. 

Si  apres  la  fubftitution  de  la  valeur  de  M dans 
l’equation  ■■■■»' F ^ &c.  y tous  les  / difparoiffent  d’eux— 

mêmes,  l’equation  qui  doit  donner  X eft  alors  différen- 
tielle du  fécond  ordre , enforte  qu’il  fetnble  que  dans 
ce  cas  la  metiiode  n’eft  d’aucune  utilité.  Mais  il  faut 
obferver  que  l’equarion,  qu’on  aura  alors,  fera  de  cette 
forme  Ad x1  -4- B Xd #*  — +-C d Xd *-+- E d d X = o;  Ay 
B,  C,  E étant  des  fondions  de  #,  & de  confiantes. 
Or  , pour  intégrer  cette  équation  , on  l’écrit  ainfi 
AM'dx1  -t -B  MXdxz-+  (C— K')  Mdxd  X-ï  K M’d  x dX 
-+  EM'dd X—o  , qui  eft  la  même  que  la  precedente 
multipliée  par  le  fadeur  M'.  On  fuppofe  enfuite  que, 
M'  & K'  étant  des  fondions  de  x feulement,  les  qua- 
tre derniers  termes  de  cette  équation  forment  enfemblc 
une  différentielle  exade;  alors  le  premier  terme  Adx1 
dans  lequel  A eft  une  fondion  de  x,  8c  dx  confiant 
s’intégrera  aifément.  Les  équations  qui  refultent  de 
cette  fuppofition  font  (Art.  cccxxxn. ) 
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T (rf.EW)  [ d.(K MdX-i-BM  Xdx)]  . 

*•  Tx  — "dd'X  > 


d À d d X 

r d.(K'MdX-t-BM'Xdx)] [d.(C  — K‘)  M'dx] 

•*  . 1 — « 


JJ  (d.EM) r d.(C  — K')M'dx] 

in-  mr 

TTr  r d.(C  — K)M'dx] ( d.BM'Xdx ) 

IV*  .,*  — d X 

Mais,  par  ce  que  K\  Af,  A , 5,  &c.  ne  ren- 
ferment point  X,  la  fécondé  équation  efl  nulle,  la 

première  fe  réduit  a ( ‘ = X Af',  8c  la  troifieme 

avec  la  quatrième  fe  réduit  a 1 j-x = 

a caufe  de  la  confiante  dx.  De  l’equation  ^—-1,— 

. E(d.M)  . Mt(d  F) o,  dw__ 

KM'  on  tire  1 . --4-  . — X Af  , & — - == 


& en  intégrant  L.M'  = S.^-dx — L.E-+ 
L.H -y  H étant  une  confiante,  &,  en  fuppofant  Z..?=i, 


on  aura  Af  = j e 


De  l’autre  équation 


„„  tire 

dx  d x 


(c-.^K7,vf)__Æ7vr;  (C_X'yAf  = BAfV#  — 
M'.d.(C—K' ),  & ^==Bdx~^K~—  • En  égalant 
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ccttc  valeur  a l’autre  ~‘i  - , qu’on  a trouvée  cy- 

, „ Bdx—d.(C  — K‘)  K'dx  — dF. 

deffus,  on  aura  1 équation  c_%-. = j , 

& par  confequent  BEdx — E dC -+•  E d K' — 
K')  K'  dx — (C  — K')dEy  ou  BEdx—K'(C—K')dx 
-+*(C — K')dE  — E d C -+■  E d K' —0,  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  feulement,  dont  dépend  la 
valeur  de  K'.  Suppofant  donc  qu’on  ait  déterminé  K' 
par  le  moyen  de  cette  équation , on  aura  M'  par  l’equa- 

tion  M'  = ^ ; alors  K'  & M'  étant  trouvés, 
on  aura  X en  mettant  les  valeurs  de  K'  8c  de  M' 

dans  l’equation  AM'dx1—k-BM'Xdx*-+(C — X')X 
M‘dxdX-+K'M'dxdX-*-EM'ddX=zoy8c  en  intégrant. 
Or  comme  cette  équation  ne  peut  manquer  d’étrc  a 
prefent  une  différentielle  complette,  8c  qu’on  peut  lui 
donner  cette  forme  (AM1  dx— \-BMXdx-+K'  M dX)dx 
-+{(C—K')M.'dx}dX-+EMddX  — 0,  8c  la  regar- 
der comme  une  différentielle  complette  a trois  variables 
x , X,  8c  dX ; on  peut  prendre  pour  fon  intégrale  celle 
du  premier  terme  ( A M' d #— 1 -B  M'Xd  x—hK'  M'  dX)d  x , 
en  ne  faifant  varier  que  *,  8c  traitant  X,  dXy  8c  dx 
dans  la  parenthefe  comme  confiantes;  ce  qui  donne  pour 
l’intégrale  dx.S.AM'dx— v-Xdx.  S.BM'dx-+dX.  X 
S,K'M'dx-*-Ldx-=zoy  Ldx  étant  la  confiante  ajoutée 
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a l’intégrale.  Or  cette  derniere  équation  s’intégre  faci- 
lement par  la  formule  de  l’Article  ccclxxxii.  On  aura 
donc  X,  dès  qu’on  aura  K'.  Ainfi  on  peut  dire  géné- 
ralement que  toutes  les  fois  qu’il  ne  manquera  a l’equa- 
tion  Edx1  -+F dxdy-^G dy1  -\-Hd dy—o  qu’un  fa- 
éleur  compofé  de  #,  de  /,  & de  confiantes  pour  être 
une  différentielle  complctte,  cette  équation  fera  toujours 
reduêlible  a une  équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, quelles  que  foient  d’ailleurs  F,  F,  G,  H. 

Mais  fi , après  la  fubflitution  de  la  valeur  de  M 
dans  l’equation  ’ &c.,  l’equation  renferme  encore 

des  /,  que  l’on  ne  puiffe  faire  difparoitre  fans  affujettir 
les  coefficiens  F,  F,  G,  H a certaines  conditions; 
c’efl  une  preuve  que  le  fafleur  M doit  de  plus  renfer- 
mer des  dx  8c  des  dy.  Alors  il  faut  avoir  recours  a 
la  méthode  generale  (Article  ccccxlvii. ).  On  s’y 
prendra  de  même  pour  trouver  dans  quels  cas  toute 
équation  différentielle  du  fécond  ordre,  d’une  forme 
connue , peut-être  intégrée  par  la  multiplication  d’un 
fafleur  compofé  de  x,y,  8c  confiantes,  ou  de  *,  if/, 
8c  confiantes,  ou  de  /,  dx,  Sc  confiantes  &c. 

CCCCL. 

A l’egard  des  équations  différentielles  du  troifieme 
ordre,  en  les  fuppofant  reprefentées  generalement  par 
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« 

Ac? y -v B ~o,  A 8c  B étant  des  fondions  de  *,  / , 
dx,  dy,  ddy , & confiantes;  & fuppofant  de  plus  que 
M eft  le  .faéteur  compofé  de  x , y , dx,  dy , & 

confiantes , qui  peut  la  rendre  intégrable , on  pourra 

l’ecrire  ainfi  A Md' y — t-  M -jjy-  ddy-+M.  . d y 

-<r^~-.dx=zo  ; alors  il  faudra  que  — 


{-■ 


M 


B — K 

4 M y 


).  C J- MA)  

J Ty “ 


«y 

(d.AM) 

J'y  1 üy  d'y  * d* 

P-¥)  ■ i^Z2z). 

^3 y * dy  ddy  * il  x 

(If!,.  fcJS,MÈi.  „ , * 

ces  équations  qu’on  déterminera  K,  H,  8c  M.  On 
voit  comment  on  doit  s’y  prendre,  pour  les  équations 
différentielles  d’ordres  plus  elevées. 


CCCGLI. 


Remarque.  Le  calcul  intégral  va  de  pair  avec 
le  calcul  différentiel,  lorfque  les  différentielles  qu’on  fe 
propofe  d’intégrer  font  complettes.  Car  la  réglé  gene- 
rale du  calcul  différentiel  peut  s’exprimer  ainfi:  M Dif- 
„ férentiéz  la  quantité  projtofée  fucceffivement  par  rapport 
„ a chaque  variable  quelle  contient,  comme  fi  toutes 


Digitized  by  Google 


î8o  Elemevs  du  Calcul  Inte'gral 
„ les  autres  variables  etoient  confiantes:  prenéz  enfuite  la 
„ fomme  de  toutes  les  différentielles  particulières,  que 
j,  vous  aurez  trouvé  de  cette  maniéré,  cette  fomme  fera 
„ la  différentielle  totale  de  la  quantité  propofée*,  foit  que 
„ cette  quantité  ne  contienne  que  des  variables  finies, 
„ foit  qu’elle  renferme  des  différences  quelconques.  ” On 
déduit  de  la  par  l’Article  cccxxxill.  la  réglé  gene- 
rale pour  intégrer  toute  différentielle  complette , de 
quelqu’ordre  quelle  foit,  8c  quelque  nombre  de  varia- 
bles quelle  contienne.  La  voici:  “ Marquéz  les  va- 
„ riables  , dont  les  différences  fe  trouvent  dans  la  diffé- 
„ rentielle  propofée  : raffembléz  dans  une  fomme  totale 
„ tous  les  termes  affcflés  de  la  différence  d’une  même 
„ variable,  en  commençant  par  ceux,  où  fe  trouve  la 
„ différence  de  l’ordre  le  plus  elevé:  enfuite  intégrez  cet- 
„ te  fomme,  comme  fi  toutes  les  autres  variables  etoient 
„ confiantes:  après  quoi  différentiéz  l’intégrale,  que  vous 
„ venéz  de  trouver,  en  faifant  varier  fucceflivement  tou- 
„ tes  les  variables  quelle  renferme:  puis  retranchéz  cette 
„ différentielle  de  la  propofée.  S’il  ne  refie  rien,  l’inté- 
„ grale  trouvée  fera  celle  que  vous  cherchiez , en  lui  a- 
„ joutant  une  confiante  de  fon  ordre.  S’il  y a un  refie, 
„ il  ne  renfermera  pas  la  variable,  par  rapport  a laquelle 
„ vous  avez  intégré.  Suivéz  a l’egard  de  ce  refie  le 
„ même  procédé,  dont  vous  voas  étés  fervi  a l’egard  de 
„ toute  la  différentielle  propofée,  regardant  ce  refie  cora- 

„ me 
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„ me  une  autre  différentielle  propofée,  & ainfi  de  fuite 
,,  par  rapport  a chaque  variable . Vous  trouveréz  de  cet- 
„ te  maniéré  l’intégrale  de  toute  la  propofée , fi  elle  eft 
„ complette  ; c’efl  a dire,  quelle  fera  réduite  a la  diffé- 
„ rentielle  d’un  ordre  inférieur  d’un  degré,  d’où  elle  etoit 
„ venue  par  la  différentiation . ” Nous  avons  donné  plu- 
fieurs  exemples  de  cette  réglé  pour  les  différentielles  du 
premier  ordre  dans  l’Article  cccxxxm.  ; nous  en  ajou- 
terons un  icy  pour  les  différentielles  du  fécond  ordre, 
après  avoir  obfervé  que  par  cette  réglé  generale  on 
peut  toujours  trouver , fi  une  différentielle  quelconque 
dans  l’etat  où  elle  fe  trouve  eft  complette,  ou  non. 
Car,  fi  elle  eft  complette,  on  en  trouvera  facilement 
l’intégrale;  par  confequent , fi  on  ne  peut  pas  en  trou- 
ver l’intégrale , c’eft  une  preuve  quelle  n’eft  pas  com- 
plette , & alors  fi  cette  différentielle  eft  en  équation , 
ou  fi  elle  eft  fuppofée  égalé  a zéro,  il  faudra  chercher 
par  les  méthodes  connues  le  fafleur  qui  la  rendra  com- 
plette, fi  la  chofe  eft  poffible. 

Exemple.  Soit  propofée  la  différentielle 
x'y1  d dy  — t-  2 d x dy  — +-  2 x y dy1  -H-  2 xy 2 d x* 

%x1yIdydx,  dans  laquelle  on  fuppofe  dx  confiante. 
On  doit  confiderer  cette  différentielle  comme  renfer- 
mant trois  variables  dy,  y,  & x , puifque  ddy , dy , & 
dx  font  les  différences  premières  de  dy , de  y,  & de*. 
Le  terme  où  fe  trouve  la  différentielle  de  l’ordre  le 

N n 
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plus  elevé  eft  *’/</<//,  dont  on  prendra  l’intégrale 
en  regardant  dy  comme  la  feule  variable,  & les  au- 
tres y & * comme  confiantes.  Cette  intégrale  eft 
xîy1dy,  dont  la  différentielle , en  faifant  tout  varier, 
&xiylddy-+ïxiydy'-+iy'*'dxdy,  laquelle,  étant 
retranchée  de  la  propofée , laiffe  pour  refte  a*1  y dxd y 
-+-2x/dx\  Regardant  ce  refte  comme  une  autre 
différentielle  propofée  a deux  variables  / & x,  on 
prendra  l’intégrale  du  terme  2xz  y dxd  y en  ne  faifant 
varier  que  y,  &,  par  ce  que  dx  eft  confiante,  on  aura 
l’intégrale  x'y'dx,  dont  la  différentielle,  en  faifant  va- 
rier x 8c  y,  eft  zx* y dxdy-¥iy  xdxdy;  on  voit  qu- 
en  retranchant  cette  différentielle  du  premier  relte,  il 
ne  refte  plus  rien.  Donc  l’intégrale  cherchée  fera 
X* y' dy-ïx'y* dx-+cdx , en  ajoutant  la  confiante  du 
même  ordre  Cdx.  On  auroit  trouvé  la  même  inté- 
grale en  fe  fervant , dans  le  refte  zx'ydxdy-*- 

b 

ïyzxdxdy,  du  terme  2 y1  xdxdy  au  lieu  du  terme 
zx'ydxdy , ou  en  intégrant  tout  le  refte  (2 x'ydy-¥ 
2 yzxdx)dx  dans  la  fuppofition  de  * feule  variable. 
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Il  nous  refte  maintenant  a faire  quelques  remar- 
ques fur  les  équations  différentielles , qui  ont  befoin 
d’un  faélcur  pour  être  complettes.  Si  on  fuppofe  x,  y 
les  deux  variables  d’une  équation  différentielle,  & qu’- 
en faifant  dx  conftante,  on  prenne,  comme  cy— devant 
dy  —p  d x , dp  — qdx,  d q — r d x , dr  = sdx , (7c. , 
les  équations  différentielles  de  tous  les  degrés  pourront 
être  ramenées  aux  formes  fuivantes 

I-er  Deg ré...p=zp(x,y)  ; 

II**  Degré...  ^ = 9(x, /,/>)/ 

III.e  Degré...  r = <p(x,_^,^>,ÿ)ÔV. 

L’expreffton  <p  defigne  des  fondions  quelconques  des 
quantités  renfermées  entre  les  parenthefes.  S’il  s’agit 
de  trouver  un  fafleur , qui  rende  complette  une  équa- 
tion différentielle  du  fécond  degré,  ce  fâfleur  pourra 
être  reprefenté  par  q,  de  même  que  p eft  le  faéteur 
des  différentielles  du  premier  ordre.  Mais  il  faut  ob- 
ferver  que  ce  fafleur  peut  être  une  fonction  des  deux 
variables  feulement,  ou  qu’il  peut  encore  renfermer  le 
rapport  des.  différentielles  ce  rend  quelquefois 
félon  les  différens  cas  l’intégration  plus  ou  moins  diffi- 
cile. Il  eft  bien  clair  que  le  cas  le  plus  aifé  eft  celui 
où  le  faéteur  eft  une  fonélion  d’une  feule  variable . 
On  voit  bien  que  P,  jÇP,  R,  S1,  T,  (7c.  defignant  des 
fondions  quelconques  des  variables  x,  y,  00  pourra 
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avoir  différens  ordres  de  facteurs  pour  les  feules  équa- 
tions différentielles  du  fécond  degré. 

I.er  Ordre  ....  P ; 

IL*  Ordre  . . . . P d x -+-  Qdy  ; 

III.*  Ordre  . . . . P d x1  — ♦-  Qd xdy-+-R  dy* ÔY. 

On  pourroit  continuer  ces  ordres  plus  loin;  mais  on 
entreroit  alors  dans  des  calculs  fort  embaraffants . Les 
cas  les  plus  fimples  font  ceux , dans  lefquels  le  rapport 
des  différentielles  eft  de  dimenfion  nulle , ou  du 
premier,  ou  fécond  degré.  Le  faéteur  peut  être  affe- 
6té  de  quantités  fraflionaires,  irrationelles,  ou  tranfeen- 
dantes,  dont  nous  avons  déjà  donné  des  Exemples. 

Toute  différentielle  du  fécond  ordre  q — y 
dans  laquelle  dx  efl  fuppofée  confiante,  fe  réduit  a 
cette  forme  ddy  = dxz.  9 Ç x ,y , — ) . Or  étant  pro- 
pofée  une  différentielle  quelconque  du  fécond  degré , 
qui  ne  foit  pas  une  différentielle  complette,  on  effayera 
d’abord  le  fafteur  de  la  première  forme  P , s’il  ne 
reuffit  pas,  on  prendra  le  fafteur  de  la  fécondé  forme, 
& ainfi  de  fuite. 

Soit,  par  exemple,  la  différentielle  du  fécond  de- 

" — I 

gré  2 ayddy  — 4 ad  y2 — y”~*~^dx*(  l-t-xx)  1 = 0, 
dans  laquelle  dx  cfl  fuppofée  confiante.  Après  avoir 
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éprouvé  que  le  facteur  du  premier  ordre  ne  peut  reuf- 

fir,  ou  employera  P dx-¥  Qd  y , & l’equation  propofée 

étant  d’abord  mife  fous  cette  forme  2 addy - - 

n — 1 

— y,-f4dx1(  1— »-xx)  * = 0,  on  la  multipliera  en- 
fuite  par  le  faéleur  Pdx— & elle  deviendra 

iaP  dx  ddy 4 ''  ‘ ^ * " Pyn~Jr‘,dx‘(<  1— t-xx) 

—h  2 a Qd y ddy  — ±aQ.“  v j Qy”  dx1  dy  ( 1—4- 

n — 1 

xx)  1 zzzo;  laquelle  doit  être  intégrable  par  la  fuppo- 
fition.  Or,  ft  on  examine  les  deux  termes  2 aPdxddy 
— 1-2  aQdyddy , on  voit  aifément  qu’ils  ne  peuvent 
provenir  que  de  la  différentiation  de  laPdxdy— ► 
aQjy*  • On  pourra  donc  regarder  2 *P  dxdy  n £)dyz 
comme  la  première  partie  de  l’intégrale  cherchée . 
Maintenant,  fi  l’on  prend  la  différentielle  de  cette  pre- 
mière partie,  on  aura,  en  l’ôtant  de  la  propofée,  & 


ordonnant  l’equation,  — P/-4-4  d x'  ( 1 -4-  xx)  1 — 

g/  -*• 4 d x*  d/  ( 1 -+-  x x p~ 4-P-~y-?>- AM’L 

— zadx'dy^—L—iadxdy1  *dy;  SigL  — 


rt> 
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adxdyx  On  a fubfiitué  dans  cette  der- 

nière équation  a la  place  de  dP  l’expreffion  dx-^p 
-4 -dy  -Jp- , & a la  place  de  d la  valeur  d x ~JP 
-4-  dy  -fp--  L’exprelTion  dx  fignifie  la  différen- 

tielle  de  P en  faifant  varier  x.  feulement*  & dy  ■ 

reprefente  la  différentielle  de  P en  confiderant  y feule 
comme  variable,  & par  confequent  la  différentielle  to- 
tale efi  compofée  de  deux..  On  dira  la  même  chofe 
de  la  différentielle  de  Or  fi,  on  examine  la  diffé- 
rentielle precedente,  on  voit  qu’a  caufe  de  dx  confian- 
te, elle  ne  peut  être  intégrable,  a moins  que  les  ter- 
mes affe&és  de  dy\  & dyx  ne  fe  dctruifent  refpeêli- 

j d a O d y*  • ? ( d Q") c 4 a P d t d y1 

vement;  donc  \-ady = & - — 

-4-2  adxdy1  -+■  a d x d y1  - d’où  l’on  tire 

■"■+*  2 ~r~ — h = o.  Maintenant  pour  tirer  la  va- 

leur de  Q de  la  première  équation , nous  confidererons 
x comme  confiante  , & on  aura  dy^^-  = d^j,  puif- 
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que  dy  fignifie  la  différentielle  de  4^  en  ne  fai- 
fan  t varier  que  y.  Donc,  a caufe  de  \ §)J  y -¥  y d 
= 0,  on  aura,  en  intégrant,  ■=. K fonélion  de  x 
feulement,  & par  confequent  ^=--7-,  & 

~T  ( ‘a  x"  ->  d’où  ^'on  V0^r  *îue  ^tP~  Une  ^on^‘on 
de  x.  De  plus,  en  confiderant  x auffi  comme  conftan- 

te  dans  1 équation  fr  ' Jx  ~ 0 ■>  on  aura 

4P dy-+zy dP~+-~.  0 , & en  multipliant 

par/,  & intégrant,  nous  aurons  zPyy  — ~ . - ;/-p 
= 2 L , L étant  une  fon&ion  de  x feulement , d’où  l’on 
tire  P = ~ 


>y 


*r 


(JK) 

3 ' d x 


Mais  =— . 


(JL) 


d x 


y y 


— i — - — ( a ‘‘ K- , donc,  en  fubftituant  & effaçant  les  ter- 
l_y5  J x’ 

mes  qui  fe  detruifent,  on  aura  l’autre  partie  de  l’intégra- 
le — dx\S.{{i-^xx~{Lyn^1dx^yH~¥l  X 

cette  quantité  étant  compofée  de  deux  parties,  dont  l’une 
eft  multipliée  par  — </#*,  & l’autre  par  — zadx * , 


* 


288  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

fi,  faifant  abftraélion  du  faveur  — dx1 , on  fait  dans  la 

première  L=o , fa  différentielle  fe  réduira  aKy”dy(  i —h 

n — i n — i 

xx)  1 •+~?a~+  ' -t-xx)  ‘ , dont  l’intégrale 

n — I 

K Yn  * » • / t 

fera-^q-p  (i-+-xx)  ; il  ne  faut  pour  cela  que  faire 

n — i 

ladifférentielle  ( i -t-  x * ) 1 

w-4-I  ' ' n-H 

« — } n — ï 

(ih-*x)  3 = ^ya~h  1 dK  (i  — h**)  1 , c’eft  a dire,’ 
î(?; — i)Kxdx'=z(n — 1 )dK  ( 1 -¥xx)  ; d’où  l’on  tire 
X=i— *-xx,  de  forte  que  le  premier  membre  de  l’in- 

n -»  I 

tégrale  precedente  fera — jzr\yn~Jr  1 dxz  ( 1 — h,u)  * 

& l’autre  membre,  a caufe  de  L=o , & de  — " *-  = 2 

^ ** 

deviendra  — îadx1 . S.  ■ donc  ja  fécondé  par- 

n -»  I 

»-4- 1 » * / v » 

7/  dx  (1  -+-.vx)  — t- 


tie  de  l’integrale  fera  — - 

*dx* 


De  plus,  puifque  JL=o,  8c  K = i -+-*#, 


(</*) 


on  aura 


— = 2*,  d’où  l’on  tire  P = JL  & p = i^LI.  Donc 

y 5 ^ / 
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la  première  partie  de  l’intégrale  fera  ». 

y J 

*(  I -+ X X )d  V*  o r 

— , & par  confequent  1 intégrale  complette, 

en  ajoutant  la  confiante  Cdx2y  fera  lüJH  , **x<,x<iy  ^ 

y y> 

n -f-  i 

— 7 7T7?  dx\i-+xx)  =Cdx\  8c 

en  multipliant  par  y+ y on  aura  “**</«■*(  i-h 

n x 

xx)  = a(yydx*-+-2xydxdy-t-(i-+xx)dyI)~' 
Cy*dx2  » 

Si  dans  l'equation  différentielle  propofée  on  fuppo- 
foit  n = — zy  elle  fe  changerait  en  celle-cy  zayddy 

X 

— 4 adyz — y*dx2(  1 -t-xx)  *==o.  Dans  laquelle  le 

faveur  fimple  P — -t  fuffiroit  pour  la  rendre  différen- 
y 

tielle  complette;  & en  multipliant  l’equation  par  ce 
fâéleur,  elle  deviendrait 


I a y JH  y — 44  d y1 


dx 1 


( I -i-x  x ) l/  i-t-xx 


= 0,  dont  l'intégrale , en  ajoutant  la 


confiante  adxy  devient 


x a d y xdx 

~~ÿy  1/1-+XX 


:«dx,  &,  en 


O o 
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intégrant  de  nouveau,  on  aura  — — — i -+- * x =z  ? x 

O y y 

-*rb.  Ce  cas  particulier  n’a  aucune  difficulté,  & il  eft 
le  feul,  dans  lequel  le  faéleur  fimple  P puifle  reuffir. 
Mais  fi  on  confidere  l’cxpofant  quelconque  »,  on  voit 
que  ces  fortes  de  cas  deviennent  très-compliqués,  & 
que  leur  folution  dépend  beaucoup  de  l’adrefle  & de  la 
Jàgacité  du  Calculateur. 
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CHAPITRE  VI. 

De  quelques  méthodes  particulières  pour  intégrer , 
ou  pour  réduire  aux  ordres  inférieurs  les  équations 
différentielles  des  ordres  fupérieurs , lorf qu- 
elles ont  certaines  conditions. 

cccclii. 

T Æs  équations  différentielles  a deux  variables 
x & y , de  quelqu’ordre  qu’elles  (oient , peuvent  fou- 
vent  s’intégrer  , ou  fe  réduire  a un  ordre  inférieur,  en 

fuppofant  le  rapport  y ou  égal  a une  nouvelle 

variable  z,  en  fubfii  ruant  dans  lequation  propofée  zdy 
au  lieu  de  dxy  ou  zdx  au  lieu  de  dy.  Lorfque  la 
variable  finie  x ne  fe  trouve  point  dans  l’equation  pro- 
pofée, on  fuppofe  dx=zzdyy  & fi  c’eft  la  variable 
finie  yy  qui  manque,  on  fait  dy  = zd x . Si  l’equa- 
tion  propofée  contient  des  différences  fupérieures  d dy , 

d yydyy  &c. , & que  dx  foit  confiante,  on  fuppofe 

dy  = zdxy  d’où  l’on  tire  d dy—dzd  xy  d' y~ddzdxy 

d y =sd  zdxy  &c.  Si  au  contraire  l’equation  propo- 

fée  contient  des  différences  fupérieures  ddxy  d xy  d x, 
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CTc. , d y étant  confiante,  on  fait  dx  — zdy,  d’où  l’on 

tire  dd  x = dzdy,  d' x=zddzdy,  d x = d zdy,  ÔV. 
On  va  voir  l’ufage  de  ces  méthodes  dans  les  Problè- 
mes fuivants, 

CCCCLIII. 

Problème  I.  Intégrer  l’equation  différentielle 
a deux  variables  Ad  y”  — +-  B d x”  — +-C  dy”  d x"  ” — t- 

Ddy  dxn~p -*-Ed y dx”~9  -hÛ?c.=.o,  dans  laquelle 
les  coefficients  A,  B , C , D , E , &c.  font  des  fon- 
dions quelconques  d’une  feule  variable  x,  ou  y,  & de 
confiantes,  ou  zéro,  & les  expofans  w,  »,  />,  ÿ,  ÛTc. 
des  nombres  quelconques. 

Solution.  Cas  I.  Lorfque  la  variable  x ne  fe 
trouve  point  dans  l’equ.  tion  propofée,  ou  que  les  coef- 
ficients A , Æ,  C,  D,  E,  &c.  font  des  fondions  de  la 
feule  variable  y,  & de  confiantes,  ou  zéro.  On  fup- 
pofera  fuivant  la  réglé  </x  = »<//,  d’où  Ion  tirera  dx* 
= xndy\dxn-m  = zn-mdyn-m,  dx'-*  — ****  X 
dyn~p&c.  Subflituant  ces  valeurs  dans  la  propofée, 
& divifant  par  dy” , on  aura  l’equation  finie  a deux 
variables  z & y , A— h B z -+■  C z ~~  — *-  D z ~ r — t- 
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£ z"  — ? -+-ÔV.  = o,  par  laquelle  on  déterminera  la  va- 
leur de  z en  / , ou  celle  de  / en  z,  & en  confiantes. 
On  fubfli tuera  une  de  ces  deux  valeurs  dans  la  diffé- 
rentielle zdy  y & on  aura  zdy  — Fdy,  ou  zdy  = 
Zdz , T étant  une  fonélion  de  / & de  confiantes,  &) 
Z une  fonflion  de  z & de  confiantes,  8c  l’équation 
dx  — zdy  fera  changée  en  dx  — Tdy , ou  dx  — Zdz. 
On  intégrera  de  côté  8c  d’autre  par  les  réglés  de  la 
première  Partie  du  Calcul  Intégral,  8c  on  aura  x = 
Si TAy  — confiante,  ou  x = S. Zdz— La  pre- 
mière intégrale  donnera  immédiatement  la  valeur  de  x 
en  /,  qu’on  vouloit  trouver.  Si  on  fe  fert  de  la  fé- 
condé intégrale  x = S.  Z d z -+-  on  trouvera  encore 
la  valeur  de  x en  / , en  comparant  cette  équation 

avec  l’autre  A— *-  B z"  — t-  C z”  — — t-  D z”  — F E z”  ~ * 

— 4-ÔV.  = o,  puifque  ces  deux  équations  ne  contien- 
nent que  les  trois  variables  ou  inconnues  x,  z,  & /. 
C.  Jg.  F.  T. 

Cas  II.  Lorfque  la  variable  y manque  dans  l’equa- 
tion  différentielle  propofée,  ou  que  les  coefficients  A,By 
C,D,  (Sfc.  font  des  fondions  de  la  feule  variable  x, 
& de  confiantes,  ou  zéro.  On  fuppofera  rf/  = z</x, 
d’où  l’on  tirera  dyn  = z”  d x” , dym  — z'dxm , (D’c.  fub- 
fli tuant  ces  valeurs  dans  la  propofée , 8c  divifant  par 
dxny  on  aura  l’equation  finie  Azn-+B-+Czm-<rDzp 
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-+-£z?  — »-<]Tc.=o,  par  Laquelle  on  derermiuera  la  va- 
leur de  z en  x , ou  celle  de  «en  z , on  fubflituera 
une  de  ces  valeurs  dans  la  différentielle  z dxy  & en 
procédant  comme  dans  le  premier  cas,  on  trouvera  la 
valeur  de  x en  y y au  moyen  de  l’equation  d y z=.zdx . 
C.  4?.  F.  T. 

CCCCLIV. 

Problème  II.  Intégrer  ou  réduire  au  premier  or- 
dre l’equation  generale  du  fécond  ordre  a deux  varia- 
bles Ad  dy-+-Bdyz—\-C  dxdy-+Ddx1=o>  dans  laquel- 
le dx  efl  confiante,  & les  coefficients  A , By  C , D 
font  des  fondions  quelconques  de  l’une  des  deux  varia- 
bles x,  ou  & de  confiantes,  ou  zéro. 

Solution  I.  Puifque  dx  eft  confiante,  on  fuppo- 
fera,  fui  vaut  la  réglé,  dy  = zdx  y doit  l’on  tirera  ddy 
=dzdx,  dyz  = zzdx1'  , & d xd y =.zd xz  . Subflituant 
ces  valeurs  dans  l’equation  propofée  & divifànt  par  dxy 
on  aura  Adx-+-Bzidx—^Czdx-4-Ddx—oy  équation 
différentielle  du  premier  ordre  a deux  variables  z & x, 
lorfque  y manque  dans  la  propofée.  Sic’efl  x qui  man- 
que dans  l’equation  propofée,  on  fubflituera^  au  lieu 
d t dx  dans  l’equation  du  premier  ordre  qu’on  vient  de 
trouver,  elle  deviendra  Adz-t-Bzdy-t-Cdy—h  - , 
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ou,  en  multipliant  par  z,  Azdz  — i-Bz*  dy-t-Czdy 
—t-Ddy-o,  équation  différentielle  du  premier  ordre  a 
deux  variables  z & y . 

On  cherchera  l’intégrale  de  l’equation  réduite  au 
premier  ordre  par  les  réglés  que  nous  avons  données 
pour  intégrer  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre  a deux  variables , & on  déterminera  par  cette 
intégrale  la  valeur  de  z en  x , ou  en  / , ou  celle  de 
*,  ou  de  / en  z.  On  fubftituera  une  de  ces  valeurs 
dans  la  différentielle  zdx , 8c  on  feparera  par  ce  mo- 
yen les  variables  dans  l’equation  dy—zàx , ou  ~ = 
dx , qu’on  intégrera  enfuite  par  les  réglés  de  la  premiè- 
re Partie  du  Calcul  Intégral,  8c  on  trouvera,  comme 
dans  le  Problème  precedent,  la  valeur  de  x en  y. 
C.  Q F.  T. 

Solution  II.  Lorfque  x manque  dans  l’equation 
propofée,  on  peut  fuppofer  dx  — zdy.  Car,  puifque 

dx  eft  conftaute , on  aura,  en  différentiant , o=zzddy 
- *-dzdy;  par  confequent  ddy=— , 8c  en  fub- 
ftituant  cette  valeur,  8c  zdy  au  lieu  de  dx  dans  la 
propofée,  on  aura  — ~~dJ,  — ».  Bdy1  —H  Czdy*  -+• 

D z* dy2  =0,  ou,  en  divifant  par  dy , 8c  multipliant 
par  zy—Adz—*-Bzdy-+Cz1dy-*-Dz:‘dy~Oy  equa- 
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tion  différentielle  du  premier  ordre  a deux  variables 
z & y.  En  intégrant  cette  équation,  on  trouvera  la 
valeur  de  z en  /,  ou  celle  de  / en  z,  & fubflituant 
une  de  ces  deux  valeurs  dans  requation  dx  = zd y,  on 
trouvera  l’intégrale  x = S.  z d y —y-  Q confiante,  par  od 
l’on  déterminera  la  valeur  de  x en  /,  comme  dans  le 
Problème  premier. 

CCCCLV. 

Corollaire.  Il  efl  aifé  de  voir  que  l’intégra- 
tion fe  fera  de  la  même  maniéré  y & par  les  mêmes;, 
fubflitutions,  lorfquc  l equation  propofée  dans  le  Problè- 
me fécond  aura  dans  tous  fes  termes  des  puiffances 
quelconques  de  dx%  ou  de  dy , ou  leurs  produits;  bien 
entendù  que  toutes  les  différentielles  foient  homogènes 
dans  tous  les  termes. 

On  peut  quelquefois  fe  fervir  des  mêmes  métho- 
des , quoique  dans  les  équations  différentielles  a deux 
variables  x & /,  la  confiante  ne  foit  ny  dx , ny  dyy 

mais  une  fonélion , comme  Ÿ dxz-+dÿ*  , ou  comme 
/dx;  on  va  le  voir  dans  les  Exemples  fuivants. 

CCCCLVI. 


Exemple  I.  Soit  propofé  d’intégrer  l’equation  Tdydn 
~iayddx-+adxdy , dans  laquelle  T eft  une  fonélion 

quel- 
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quelconque  de  / & de  confiantes , & d u eft  fuppofée 

confiante  & égalé  a ^dx2  — ydÿ2 . On  voir,  que  les 
deux  variables  finies  x 8c  u manquant  dans  cette  équa- 
tion, 8c  du  étant  confiante,  on  fuppofera  dx-=zzduy 
ce  qui  donne  ddx  — dzdu , 8c  par  fubflitution  Tdydu 
~zay  dzdu—y-azdyduy  &,  en  divifànt  par  duy 
jrdy=zïaydz-+azdy  , équation  différentielle  du 
premier  ordre  a deux  variables  z & y.  Le  faéteur 

qui  rend  cette  équation  complette  eft  — car  en  la 

1 

multipliant  par  ce  faéleur,  ou  en  la  divifànt  par  z y*  y 

elle  devient  9- d-  ]£— -- } dont  l’intégrale  eft 

*/ 

I 

S.  confiante  —azyz , d’où  l’on  tire  z~JT f 

*/ 

JT  étant  une  fonction  de  y & de  confiantes 

s-Zf+H 

= . Or  puifque  d d x1  -+dy2  , & 

•y1 


qo edx~zdut  on  aura  d x2  = z2  d u*  = z*  d x2  -*■ 

z2  d y2  y 8c  d x ==  ——====.  — ■ — ’Z=:JTdyy  en  fup- 

v\  — zz  Vi-r* 


P p 
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pofànt  que  r ' eil  une  fon&ion  de  y , 8c  de  confiantes 
r' 

— . ■ — On  trouvera  donc  l’intégrale  x = S.  Yd y 

Ki-r*  D 7 

par  les  règles  de  la  première  Partie  du  Calcul  Intégral. 

CCCCLVII. 

Exemple  II.  Soit  propofé  d’intégrer  l’equation 

Y y*  dy  dx1  -\-duddu~o , dans  laquelle  Y efl  une  fon- 

élion  de  y 8c  de  confiantes,  du  = iY dx1  -t-dy1  , & la 
différentielle  ydx  confiante.  On  voit  que  les  deux  va- 
riables finies  u 8c  x manquent  dans  cette  équation  ; & 
par  ce  que  ydx  efl  confiante,  on  fuppofera  d u — zydx , 

d’où  l’on  tire  ddu=y  dxdz,  8c  par  fubflitution  Yy*dydxz 

— t-/1  zdzdx1 =o,  Ydy— — zdzy  8c  , en  intégrant, 

S.Ydy——?f-+Q_ confiante.  Or z = z1 =~- 
-+dy_  on  aura  jon(.  S.Ydy—Q r~  ^ 1 , 

yxdxx  * 7 V rj'dxx  J ’ 

2 y*  dx1  .S.rdy=zi  Qy*  d x 1 — dx * — d y * , dy 1 = (z£)yz 

— I — 2 y1 . S.rdy)dx*y8cdx—  —v  ■ — , 

v i Qj  — i — z y . s.  Tdy 

équation  intégrable  par  les  réglés  de  la  première  Partie 
du  Calcul  Intégral. 
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CCCCLV III. 
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Exemple  III.  On  propofe  d’intégrer  l'equation 

T y’  dydxJ  =zdxd y du1  -+ydu‘  ddx — • y dxd ud du , dans 
laquelle  T eft  une  fonélion  quelconque  de  y,  & de 
confiantes,  & dx  ou  du  peut  être  prife  pour  confiante. 
Si  on  prend  dx  pour  confiante,  on  aura  ddx—o , 

le  terme  y du'  ddx  difparoitra,  & l’equation  deviendra 

Ty'  d y d x"  =^d y d u' — yduddu , dans  laquelle  a»,  & « 
manquent.  On  fuppofera  donc  du  — zdx-x  ce  qui  donne 

ddu  = dzdxy  &,  par  fubflitution Ty‘dydxz=: 

z dy  d x1 — yzdzdx1  y ou  Tyi  d y=.z2  dy  — yzdz.  Di- 

vifant  par/',  on  aura  jTdy  — z^y  "dy — y ~zdz, 

Sc , en  intégrant  de  côté  & d’autre , S.Tdy=. ^ ■z.'y  3 

confiante,  &,  en  mettant  pour  z fa  valeur on 

aura  S.  T d y — JD t"T  . 

2 ydx 

Si  on  prend  du  pour  confiante,  on  aura  ddu=zoy 
le  terme  ydxduddu  difparoitra,  & l’equation  propofée 

deviendra  ïy*  d y d #'  —dxd y du2  — t-/  du1  ddx  . Suppo- 
fant  dx  = zdu,  on  aura  ddx  = dzdu , & par  fubflitu- 

tion  dy.z'  du'  =zdy  du?  —bydzdu'  , ou  bien  Tdy 


3 0Q  Elemens  do  Calcul  Inte'gral 
— *Jr-+)ldz  Donc,  en  intégrant,  on  a S’./Vyrs— 

/ s* 

— ! H JP  confiante  & en  remettant  pour  * fa  valeur 

2 / S* 

■— , l’intégrale  cherchée  eft  S.  F dy  — ^ — iy*4x*  5 
comme  auparavant, 

CCCCLIX. 

Problème  III.  Intégrer  l’equation  différentielle 
du  troifieme  ordre  Adx'—t-Bdyddy—^Cdxddy—*- 
Ddy’-*-Edxd?t-+Fdxtdy-+Gdx'=:o  > dans  la- 
quelle dx  eft  confiante,  8c  les  deux  variables  finies  * 
Je  y ne  fe  trouvent  pas,  c’efl  a dire,  que  les  coeffi- 
cients A , B,  C,  D,  E,  (7c.  font  tous  conftans,  ou 
zéro . 

Solution  . En  fuppofant  fuivant  la  réglé  dy  — 
%dxy  on  aura  ddy  — dzdx , £ y — ddzdx  ; & par 
fubflitution  & divifant  par  d x,  la  propofée  deviendra 
Ad  d % — +•  Bzdzdx  —4*  C d x d z -4-  D d dz  — 4-  Ez1  dx1  —4» 

Fzdx1-+Gdxt  — o,  équation  du  fécond  ordre  a deux 
variables  z 8c  x , dans  laquelle  la  variable  finie  x ne 
fe  trouve  point.  On  trouvera  donc  par  le  Problème 
II.  l’intégrale  de  cette  équation , par  laquelle  on  deter- 
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minera  la  valeur  de  * en  *,  & en  confiantes,  ou  cel- 
le de  * en  a.  On  fubflituera  une  de  ces  valeurs  dans 
la  différentielle  z d x , & on  intégrera  l’equation  dy=z 
xdx,  dans  laquelle  les  variables  font  feparées . Enfin 
procédant  comme  dans  le  Problème  I.  on  trouvera  la 
valeur  de  y en  * 8c  confiantes , ou  celle  de  * en  y . 
C.  Q F.  T , 

CCCCLX. 

Corollaire.  On  intégrera  de  la  même  manié- 
ré , 8c  par  les  mêmes  fubflitutions , lorfque  les  pui  (Tan- 
ces quelconques  de  d x , d y , d dy , ou  leurs  fondions 
fe  trouveront  dans  quelque  terme  que  ce  foit  de  l’e- 
quation  propofée. 

Exemple  . On  propofe  d’intégrer  l’equation 
dy  d dyd  y-¥-  2 dxdyddy1  — d x1  d y — 3 </x°=o, 
dans  laquelle  dx  efl  confiante,  & où  les  deux  variables 
finies  x 8c  y 11e  fe  trouvent  point . On  fuppofera  donc 
dy  — zdx  , d’où  l’on  tirera  ddy  = dzdx , d" y = 
ddzdx , 8c  p3r  fubflitution  zdzddzdx*  — 
dx* — ■ z*dx 6 — idx6=zo,  8c  en  divifant  par  dx1  , 
zdzddz—^zzdz1dx  — z*  d x1  — 3 d x’  = 0 , équation  a 
deux  variables  x 8c  »,  dans  laquelle  dx  efl  confiante, 
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où  la  variable  x ne  fe  trouve  pas,  & qu’on  intégrera 

(Art.  CCCCLV.)  en  faifant  dz=zudx  . Car  cette 
fuppofition  donnera  ddz=.dudx , zdzddz=zududxz , 
8c  en  fubflituant  8c  divifant  par  dx *,  la  demiere 
équation  deviendra  zudu—h2zu1dx  — z dx — 3 dx 
= 0,  ou  bien,  eu  remettant  au  lieu  de  </*,  zuzdu 

—4-2  uzzdz — z dz  — 3 <fz=o,  équation  du  premier 
ordre  a deux  variables  z & »,  dont  on  cherchera  l’in- 
tégrale par  les  réglés  que  nous  avons  données  pour  cet- 
te forte  d’équations.  Cette  intégrale  donnera  la  valeur 
de  » en  z & confiantes,  qu’on  fubflituera  dans  l’equa- 

tion  d zzzzu  d x , ou  — dx , & en  intégrant  par  les 

réglés  de  la  première  Partie  du  Calcul  Intégral,  on 
trouvera  la  valeur  de  z en  x.  On  fubflituera  cette  va- 
leur de  z dans  l’equation  d/~zdx^  8c  en  intégrant 
on  trouvera  la  valeur  de  y en  x & confiantes. 

CCCCLXI.. 

Problème  IV.  Intégrer  l’ équation  du  troifieme 
ordr z Jld' y->rBdxd dy-+C dx' —0,  dans  laquelle  dx 
efl  confiante,  & les  coefficients  À,  B , C font  des  fon- 
dions quelconques  de  la  feule  variable  x 8c  de  con- 
fiantes, ou  zéro. 
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Solution.  Suppofant  dy=.zdx,  8c  fubflituaut 

ddzdx  au  lieu  de  d'y,  & dzdx  au  lieu  de  ddy , la 

propofée  devient  Ad dz-+  Bdzd x -4-C  d x1  =0,  équa- 
tion du  fécond  ordre  a deux  variables  z 8c  x , dans 
laquelle  d x eft  confiante,  8c  où  la  variable  finie  z ne 
fe  trouve  point.  On  cherchera  donc  par  le  Problème 
II.  la  valeur  de  z en  .y,  ou  celle  de  * en  z,  8c  fubfti- 
tuant  une  de  ces  valeurs  dans  la  différentielle  zdx>  on 
trouvera,  en  intégrant  l’equation  dy  — zdx,  la  valeur 
de  / en  x,  comme  dans  les  Problèmes  precedents. 

CCCCLXII. 

Corollaire.  L’intégration  fe  fera  de  la  même 
maniéré,  8c  par  les  mêmes  fubflitutions,  lorfque  les 
puilfances  quelconques  de  d x 8c  de  ddy , où  leurs  fon- 
dions fe  trouvent  dans  quelque  terme  que  ce  foit  de 
l’equation  propofée , pourvû  que  dy  8c  fes  puiffances 
n’y  foient  pas. 

CCCCLXIII. 

Problème  V.  Intégrer  l’equation  différentielle 

4 ? 

du  quatrième  ordre  a deux  variables  Ad  y-*-  B dxd  y 

-\-Cdxiddy~-*-Ddx*=0)  dans  laquelle  dx  eft  confian- 
te, & les  coefficients  A^ByCyD  font  aufli  conltans. 
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ou  zéro;  c’eft  a dire,  que  les  deux  variables  finies  *, 
& >-,  & la  première  différence  d y , avec  fes  puiflânces, 
ne  s’y  trouvent  point. 

Solution1.  Suppolànt  dy—zdxy  8c  fubftîtuant 

d*zdx  pour  d*y,d  zdx  pour  à* y y 8c  dzdx  pour 

ddyy  la propofée devient  Ad*z-+Bddzdx—bCdzdxz 

-+-Ddx*z=zo  y équation  du  troifieme  ordre  a deux 
variables  z 8c  x,  dans  laquelle  dx  8c  les  coefficients 
A y ByCyD  font  conftans.  On  intégrera  donc  cette 
équation  par  le  Problème  III.,  & on  aura  la  valeur  de 
* en  xy  ou  celle  de  x en  z;  fubftituant  enfuite  une  de 
ces  valeurs  dans  la  différentielle  zdxy  on  trouvera, 
comme  dans  les  Problèmes  precedents,  la  valeur  de  y 

en  Xy  en  intégrant  l’equation  dy=.zdxy  ou  ~-~d x. 

C.  4>.  F,  T. 

CCCCLXI V. 

On  peut  appliquer  cette  méthode  aux  équations 
différentielles  a deux  variables  du  cinquième  ordre,  dans 
le  cas  où:  les  deux  variables  finies  x 8c  y , & les  diffé- 
rences dy y 8c  ddy  avec  leurs  fondions  manquent,  dx 
étant  confiante.  On  peut  pafifer  de  Ih  aux  équations 
différentielles  des  autres  ordres  fupérieurs,  8c  trouver  les 
équations  neceflaires  pour  les  rendre  intégrables. 

Parmi 
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Parmi  les  équations  qui  ne  font  pas  fufceptiblcs  de 
la  méthode  precedente,  par  ce  que  les  deux  variables 
finies  s’y  trouvent,  il  y en  a quelques  unes  qn’on  y 
peut  remaner  en  prenant  pour  confiante  une  différentiel- 
le , telle  que  tous  les  termes  affeélés  de  l’une  des  deux 
variables  finies  dilparoiffent , & qu’il  ne  relie  que  ceux 
qui  contiennent  l’autre.  L’equation  dxi — dxdy2z=z 
ydxddx-hi  xdyddy,  dans  laquelle  on  peut  prendre 
dx , ou  dy  pour  confiante,  eft  dans  ce  cas.  Car  fi  on 
fuppofe  dx  confiante,  on  aura  ddx  — o,  le  terme/  dxddx 

difparoitra  , 8c  l’equation  deviendra  d x}  — dxdy2  — 
2 x dyd  dy , dans  laquelle  la  variable  finie  y ne  fe  trou- 
ve pas.  Si  011  fuppofe  dy  confiante  , le  terme  2 xdyddy 

difparoitra,  8c  on  aura  dx 1 — d xdy2=yd xddx,  ou 

dx 1 — dy*=yddx , équation  dans  laquelle  la  variable 
finie  x manque . 

Plufieurs  autres  cas  fe  ramèneront  facilement  a 
la  méthode  precedente  par  de  fimples  fubfiitutions . 

Par  exemple,  fi  dans  l’equation  x”'  ddx—yddy-*- 

dy*  -+/*  à y* , on  fuppofe  ydy=dz>  ou  -jyy  = zy 

on  aura  y ddy-+dy2—dd  z y y2  dyz  = dz* , 8c  en  fub- 

ftituant  xm  dd x=zddz-+dz2 , équation  dans  laquelle 
la  variable  finie  z ne  fe  trouve  pas. 

Q-i 


3o 6 Elemens  du  Calcul  Intégral 

Mais  nous  allons  expliquer  une  méthode  fondée 
fur  les  principes  du  Calcul  Exponentiel , par  laquelle  on 
pourra  transformer  un  grand  nombre  d’équations  diffé- 
rentielles, qui  renferment  leurs  deux  variables  finies, 
en  d’autres  dans  lefquelles  l’une  des  deux  ne  fe  trouve 
pas . 

CCCCLXV. 

Lemme.  Suppofé  que  e foit  le  nombre  dont  le 
logarithme  efl:  l’unité,  & que  x~ehu  , b étant  con- 
fiante, & u variable,  on  aura  dx—he,u  du,  ddx=z 
b e>u  (ddu— \rbdu1)  , d'x  = be^“  (d*u—*-$bduddu-+- 

bbdJ),  &c. 

Démonstration.  Puifqu’on  fuppofe  x=.ciu  , 8c 
L.e—  i,  on  aura  L.x=.L.e>u — bu.L.c~h  u ; &,  en 
différentiant,  d.L.x~~-~bdu-tdx—bxdu—behudu\ 
en  prenant  les  fécondés  différences,  d dx-=bxddu — t- 
b d xd  u =pb  eh  “ d d « — ♦-  b h c1  “ d u1  =z  h e “(d d a — h d u*); 
en  prenant  les  troifiemes  différences , d^ x=be,a(dîu— H 
2 b d u d d u)  b b eiud  u (d  d u-+  b d u2)=zb  e*"1  (d*  u-+ 

%b  duddu-^bbdu  ) , & ainfi  de  fuite.  C.  Jfp.  F.  D. 
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CCCCLXVI. 

Corollaire  I.  Si  on  fuppofe  dx  confiante,  on 
aura  d d x — o — hc '“(d du— {-b du*)  ; par  confequent 
dd  u — — b d u . 

CCCCLXVI  I. 

Corollaire  II.  Si  on  fuppofe  y — ckut,  k étant 
confiante,  8c  t variable,  on  aura  dy  = eiu(krdu-+ 
dt)  , & d dy  — cku  (ktdd u-+-kktdul -\-zkdtdu-*- 

ddr).  Car,  puifque/  = e*“r,  on  aura , en  différentianr, 

dy  — t.  d.  e*  “ — t-  e * " d t = k t c*  “ d u — e'  “ d t — c*  u ( k t d u 
— t -dr) ; 8c  en  prenant  les  fécondés  différences,  on  trou- 
ve d dy=.<t“ . d (ktdu— ï-d r)  — t-Çktd u—+dr)d.  eiu  = 
et:“(krddu—*-kdrd  u— 'rddt')— \-ke*u  d u(ktdu-i-dr)  == 
e*  u {k  t d du-+-kktd  u1  -+•  2 kd  t du-k-d  dt  ) . 

CCCCLXVIII. 

Corollaire  III.  Si  dans  une  équation  différen- 
tielle a deux  variables  x 8c  y,  on  fuppofe  x = e6uy  8c 
y=zekuty  8c  qu’on  fubftitue  les  valeurs  qu’on  tire  de 
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ces  deux  fuppofttions  au  lieu  des  variables  x , 8c  y , & 
de  leurs  différences  </x,  dy , ddx,  dd /,  ÔV. , l’equa- 
tion  fera  transformée  dans  une  autre  a deux  variables 
« , & t , telle  que  la  variable  finie  u ne  fe  trouvera 
que  dans  les  expofans  de  e,  ou  dans  les  quantités  ex- 
ponentielles chu  ^ eiu-f  & fi  l’equation  propofée  ne  con- 
tient pas  les  premières  différences  <^x,  dy , ou  leurs 
puiffances , 8c  les  fécondés  différences  ddx,  ddy , & 
qu’on  faffe  difparoitre  toutes  les  quantités  exponentielles 
dans  l’equation  transformée , elle  deviendra  une  équa- 
tion a deux  variables  u , 8c  t,  dans  laquelle  la  varia- 
ble finie  u manquera , & qui  ne  contiendra  que  les 
premières  différences  du , dt , 8c  leurs  puiflànces,  & les 
fécondés  différences  dd  u,  dd  r-  cette  équation  pourra 
s’intégrer  alors  ( par  le  Problème  Art.  ccccliii.  ) . 
Nous  allons  faire  voir  dans  les  Problèmes  fuivans,  que 
cette  méthode  reuffit:  i.°  Lorfque  l’equation  propofce 
n’a  que  deux  termes,  & quelle  eft  comprifc  dans  cette 
formule  ax”dxf—yndyf  'ddy,  dans  laquelle  du  eft 
fuppofée  confiante:  2.°  Lorfque  la  fomme  des  expo- 
fans des  variables  x & / , & de  leurs  différences  pre- 
mières 8c  fécondés  du,  dy  ; ddx,  ddy  eft  la  même 
dans  chaque  terme  de  l’equation  propofée;  car  alors  en 
fuppofant  * = 8c  y ~cu  t , on  pourra  faire  difparoi- 
tre par  la  divifion  toutes  les  quantités  exponentielles 
dç  l’equation  transformée  : 3. 0 Lorfque  la  fomme  des 
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expofans  de  l’une  des  deux  variables,  par  exemple  de 
x,  8c  de  fes  différentielles,  eft  la  même  dans  chaque 
terme  de  l’equation  propofée;  car  alors  en  fuppofant 
cette  variable  x = <?“,  on  pourra  encore  faire  difparoi- 
tre  par  la  divifion  les  quantités  exponentielles  de  la 
transformée . 

CCCCLXIX. 

Problème  VI.  Iutégrer  les  équations  différen- 
tielles, telles  que  axmdxp —y”  dyp~ 1 d dy , dans  laquel- 
le dx  eft  confiante. 

Solution.  Soit  x~cu,  8cy=eiur;  b 8c  k 
font  des  confiantes  arbitraires,  qu’on  déterminera  dans 

la  fuite  de  l’operation.  La  fuppofition  de  x — e 1 ‘ don- 
ne xm=Lcnhu ; dx  — behudu,d)J>  — lï epb“dup ; l’autre 
fuppofition  de  y—eiur  donne  yn  — eHbu r” ; dy=ebuX 
(krd u-t-dr)  ; dyp~~2  = (krdu-+d t)p  *; 

d d y = ebu  (kt  d d u—¥kktdu2  -H-  ikd t du—+-d d f)j  8c  par 
ce  que  dx  efl  confiante,  on  aura  (cccclxvi.)  ddu  = — • 

b du2,  Sc  en  fubflituant  pour  ddu  cette  valeur  dans  celle 

de  ddy,  on  trouve  d dy~ebu  (-—kbtdu2  -+kktdu2  -+■ 

2 kd  t d « — t-  d d {ddt—*-2kdtdu—+‘{kk — 


310  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

tdu1).  En  écrivant  toutes  ces  valeurs  dans  l’equation 

propofée  , elle  devient  a cm  h “ h ^ h u d u — e * " t”  . X 

j>ku  . e*u  Çddt  — t-  2 kdrdu— t-(kk 

— kb)tdnz~y  ; c’efl  a dire  , al} ' emhu-^Ph“ jHp  = 

c»l-*-pi»-i»t»(krdH-*-dt)p-Z  (ddf-+zkdtdu-+ 

( kk — kb)tdu *).  Pour  faire  difparoitre  les  exponentielles 
de  cette  équation,  on  n’a  qu’aies  fuppofer égalés , & enfuite 
divifer,  & on  aura  mbu-irpb tt~nkn-+pku  — ku  , ou 

•j  — - • On  peut  donc  prendre  le  nombre  qu’on 

voudra  pour  l’une  des  confiantes  indéterminées  b , ou 
k , 8c  déterminer  enfuite  l’autre  confiante  par  l’equation 
que  nous  venons  de  trouver.  Ainfi  fi  l’on  prend  b=z 
n-4-p — i,  fomme  des  expofànts  de/,  & de  fes  diffé- 
rences dans  le  terme  y”dyp~1  ddy,  on  aura  k — m 
—+•/>,  fomme  des  expofànts  de  #,  8c  de  dx  dans  l’autre 

terme  axmd*P  ; fi  l’on  prend  £ = i,  on  aura  b=. 

1 ■>  ^c'  en  divifànt  toute  l’equation  transformée 

par  la  quantité  exponentielle,  qu’on  fuppofe  prefente- 
ment  être  la  même  dans  les  deux  termes  , cette  équa- 
tion devient  ap  dup  —r"  (krd  u -¥dif~2{_d  d r-t-2  kd  tdu 
-+(kk — kb)tdu1~^y  laquelle  ne  contient  plus  qu’une 
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des  variables  finies  /,  avec  les  premières  différences  du, 
dt , 8c  la  fécondé  différence  ddt  nous  defignerons  cette 
équation  par  (A). 

On  pourra  l’intégrer  en  fuppofant  du  = zdr,  car 
on  aura  par  cette  fuppofition  d d u—dzd  t— \-zddt;  8c, 
par  la  fuppofition  de  dx  confiante,  8c  de  du ~zdt) 
on  a d d u—  — bduz=. — hzzdt1  \ donc  — hz  zdt* 
dzdr—^zddt-  d’ou  l’on  tire  ddt=.—~hzdtl  — — — . 

7 Z 

Subflituant  dans  l’equation  (^4)  la  valeur  de  du,  Sc 

celle  de  ddt,  on  aura  <7^  z?  d t*  =zrn  (k*  t dt— bdt)p~ *X 

^bzdtx—~-+ikzdt1-+(kk-~kb)%'tdS'}  , 

ou  bien,  en  divifant  par  d r^1 , 8c  multipliant  par  z, 

on  aura  (B)  alj  a/”*1  z/'-2  ( 2 k — b . 

zzdt—bkk — hb.  z* dt — dz)  , équation  du  premier 

ordre  a deux  variables  z 8c  t , dont  on  cherchera  l’in- 
tégrale par  les  réglés  données  pour  cette  forte  d’équa- 
tions, après  y avoir  fubflitué  les  valeurs  de  b 8c  de  k , 
qu’on  aura  déterminées  ; 8c  on  aura  par  cette  intégrale 
la  valeur  de  z en  r,  ou  celle  de  / en  z ; d’où  l’on 
tirera , par  les  réglés  de  la  première  Partie  du  Calcul 
Intégral,  S.zdt,  après  avoir  fubfiitué  dans  la  différen- 
tielle zdt  la  valeur  de  a en  t , ou  celle  de  t en  z. 
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CCCCLXX. 

Corollaire  I.  Suppofant  qu’on  ait  pris  Æ = 
n-¥p  — i , & par  confequent  k~rn-¥p , les  fuppofi- 
tions  de  x~ebu , de  y=.ekut , de  du  — zdty  & par 

confequent  de  u=.S.zdt,  donneront  x — en~ï'l"~l’s'zd\ 
& y=.em~¥p's'z dt  r,  ou  L.x  — (n-+p — i) S.zdt.  X 
L.e  — (n-+p — i ) S.zd t , & L.y  — (m—*-p)S.zdr.X. 
L.e  —¥  L.tz=z(m  -+-p)  S.z  d t-¥  L.t . 

CCCCLXX  I. 

Corollaire  IL  Dans  les  mêmes  fuppofitions 
x«  » 

on  aura  S.zdt  = — — , & en  différenciant,  zdf=. 

i)x  l 00  aura  P^us  L.f—(m-¥-p)  S.zdt 

-4- L.  t — L.  X -H- L.  t = JL *">■ '■ -■ ‘ -4-  L.  t = 

n — +•  p — I 

in  -t-  p W4|> 

L.txn~ff~1  ; par  confequent  yzzit  ; t~ 

(W-f 

y * d je;  d ou  Ion  tire  z = 

dx 

n — « — i V »!  — » f \ • Donc  , 

(„-+/>—  (*»+/■)/*  'm~*r~l'dx 

Ç on 
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fi  on  a la  valeur  de  z en  r , ou  celle  de  < en  *,  on 

pourra  trouver  le  rapport  de  x a / . Car  puifque 


f=.yxH'*r  *,  A on  a la  valeur  de  * en  r,  on  aura 

s-m~r 

celle  de  * en  yxn~*f  1 , qu’on  pourra  fubftituer  dans 
l’equation  s = 7---Ï- * * -7— 

— i )*""*’*  * dy — (m -{■  p)  y x*  r * dx 

qui  deviendra  par  là  une  équation  différentielle  du  pre* 
mier  ordre  a deux  variables  x & y , qu’on  intégrera 
par  les  réglés  connues. 

cccclxxii. 

Exemple  I.  On  propofe  de  réduire  au  premier 
ordre  l’equation  x d x dy  —y  d dy , dans  laquelle  d x eft 
confiante . Comparant  cette  équation  réduite  a la  for- 
me x d x =y  dy~ 1 ddy  , avec  la  formule  generale 
a xm  d xf  —yn  à/~ 1 d dy  , on  trouvera  <*  — I , m — 1 
= »=/>,  = donc,  A l’on  prend 

k—it  on  aura  £ = 7,  & mettant  ces  valeurs  dans 

l’équation  du  premier  ordre  (B),  ou  a tf  zp H" 1 d t = 

i/  (2^  — b.zzdr-^kk  — kb.x?  dt—~ 

R r 
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d z ) , on  aura  %*  d t~ t ( z t -+  x )—  1 zzdr^r 
~z*dt  — dz^'f  &,  en  reduifant,  rdr-ïz1  dr= 

%z*tdr-+z*tdt  — 2 td z. 

Mais,  fi  ou  prend,  comme  nous  avons  fait  dans 
le  Coroll.  I.,  b=n-+p — i = i,  & par  confequent 
k—m-\rp= 2,  on  aura  par  l’equation  (B),  z2dt=z 
r(2zt-+iy1($zzdt-+2zidt — dz);  &,  en  redui- 
fant, 2z^  dt— t-z1  dt  = 3zztdt— \r2i?  tdt  — tdz . 

CCCCLXXIII. 

Exemple  II.  Soit  propofé  de  réduire  au  premier 
degre  1 équation  — jj-,  ou  ax  1 dx—y  X 

dy~2ddy,  dans  laquelle  eft  confiante.  Compa- 
rant cette  équation  avec  la  formule  generale,  on  trou- 
ve m — —\,p~i,  »= — i ; on  auroit  donc  dans 

ce  cas  4 — nombre  infini;  d’oii  l’on 

conclut  que  la  méthode  ne  peut  fervir  dans  cet  exem- 
ple. Mais  alors  la  reduélion  au  premier  ordre  eft  fa- 
cile, car  ou  a a ydydx  — xddy;  or  dx  étant  con- 
fiante, l’intégrale  du  terme  aydydx  eft  ay2dx , & 
l’intégrale  de  l'autre  terme  xddy  eft  xdy — ydx;  puif- 
que  la  différentielle  d s xdy  — ydx,  en  fuppolant  d x 
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confiante  , efl  *ddy-+-dxdy  — dxdy  — xddy  : on 
aura  donc  ~i^yy dx  = *dy — ydx-^Cdx^  C étant 
une  confiante . 

Il  feroit  inutile  de  rapporter  un  plus  grand  nom- 
bre d’exemples , qui  peuvent  tous  fe  refoudre  aifément 
par  le  Problème  precedent.  Ainfi  on  voit  que  l’equa- 
tion  y1  d dy  = xd xd y y qui  a embaraffé  autrefois  les 
plus  grands  Calculateurs,  fe  réduit  facilement  par  la 
méthode  du  Problème.  Nous  allons  maintenant  pafler 
au  fécond  Cas,  c’efl  a dire,  lorfque  la  fortune  des  ex- 
pofans  des  variables  & de  leurs  différences  premières, 
& fécondés  efl  la  même  dans  chaque  terme  de  l’équa- 
tion. 


CCCCLXXI V. 

Problème  VII.  Intégrer  les  équations  différen- 
tielles qui  (è  rapportent  a la  formule  generale  a x"  X 
y m 1 d a/ dy 1 * -+-bxny  * 1 dx  dy 1 ? -+-  <&Y. 

— ddy , dans  laquelle  dx  efl  confiante,  & la  fomme 
des  dimenfions  des  variables  finies  * & /,  & de  leurs 
différences  d x , dy , ddy  efl  la  même  dans  chaque 
terme. 

Solution.  Il  efl  facile  de  voir  par  le  Lemme 
precedent,  & fes  Corollaires,  que,  fi  on  fuppofe  dans 
ces  fortes  d’équations  x — e* , & y — eHr%  les  quantités 
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exponentielles  feront,  après  les  fubflitutions , les  mêmes 
dans  tous  les  termes  de  1’equation  transformée,  & qu- 
on  pourra  par  confequent  les  faire  difparoitre  par  la 
divifion.  Car,  puifque  x — r",  on  aura  = x* 
= cn",  dx=ze“dui  d xp  = /“ d t*  , & de  même,  puif- 
que y — eut , on  aura  y~m~l  ~e—mu—H  f-m  — 1 . 
y~n'~l  1 ; dy  = e\tdu-^dt)  ; 

df-p  — e"—p,‘(tdu-+dty-1><?c.  ; ddy  = e “ X 
(ddt-y-idudt  — ht  du1  — \-t  d du) , & , a caufe  de  x 
confiante,  qui  donne  ddu= — du*,  on  aura 
e* (d d r-t-a d ud t)  . 

Subflituant  ces  valeurs  dans  la  formule  propofée , elle 

devient  e“  (d  d t —h  2 d u d t)= a em  * . e~  m u " / m *.X 

S“Jup.ci“~pm(tdu-+dty-p-+l>(7c.=ae'  -m-lX, 

dup  (t  du— h dt)1  p —hbe“  t ” 1 d u1  (t  d u-+  d ty~q  —¥ 
(D’c. , & divifant  toute  l’equation  par  la  quantité  expo- 

t 

nentielle  «■“,  qui  fe  trouve  dans  tous  les  termes,  oa 
aura  ddr-h-  i dudt  —at~ m~ 1 dt/  ( tdu—hdt )*  p —+• 
bt~n~~x  du1  {tdu-hdr)1^9 -+-ÔY.,  équation  a deux 
variables  u 8c  t,  dans  laquelle  la  variable  finie  « ne 
fe  trouve  pas,  & qui  ne  contient  que  les  premières 
différences  </«,  dt  avec  leurs  puiffances  ou  produits,  & 
la  fécondé  différence  ddt  au  premier  degré. 
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On  fuppofera  donc  du~zdty  ce  qui  donne  ddu  — 
zddt— i-dzdr;  mais  les  fuppofitions  de  dx  confiante , & de 

du=zzdt  donnent  ddu= — du’=.-—z1dt‘t;  donc  — 

xtdt1—zddr-*-dzdty8cddt=z — — zdt1 . Donc, 

d * d t 

en  fubftituant,  on  aura  l’equation  fuivante zdt 1 

^izdS  = *dt'~^==*-m-1*t<lt,'(zfdt-+ 
dty~~p  -+-bt~n'~l  z*  d t*  {ztdt-±-dt'Ÿ~‘<l  -4-Ô*c.,  ou 
bien  (A')  zdt - — ~~at'~m  1zr>dt(2t— 4-1)*  p— H 

if—' dt  (ïf-+  1 )*'”*-4-Ô'r.,  équation  différen- 
tielle a deux  variables  z 8c  t , & qui  ne  contient  que 
les  premières  différences  dz , dty  ou  leurs  fondions, 
dont  on  cherchera  l’intégrale  par  les  réglés  données 
pour  cette  forte  d’équations . 

Mais  puifque  du~zdty  8c  par  confequent  u— 
S.zdty  on  pourra  réduire  tout  de  fuite  la  propofée,  en 
faifant  *=zeS,zdty  car  ces  deux  fuppofi- 

tions donnent  ( par  le  Lemme  Art.  cccclx  v.  & fes  Corol- 
laires) d x=2cS’zdt  zdr)dj/  — tS'*‘,it  (ztd  t-+dt)y8cddx 
—eS'zdt  {zddt-¥dzdt-^rzzdtz)  , d’où  l’on  tire,  a 
caufe  de  ddx~oy  d d — zdt1  — * 

l’a  trouvé  cy-deffus. 


comme  on 
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CCCCLXXV. 

Exemple  I.  Soit  propofée  Inéquation  xdxdy—- 
y dx2—yy  ddy . Pour  la  comparer  avec  la  formule  ge- 
nerale, on  l’écrit  ainfi  xy~tdxdy — y~~ldx—ddyr 
8c  on  trouve  a=  I,  m=  t , p = i , w=o,  b — — i , 
q — i..  Subltituant  ces  valeurs  dans  l’equation  (^),  elle 

devient  z. dr——rr—t  1zdt(zt-+i) — t lz*dr(zt 
y=.£d±jtl±L Ül  — îii  • doit  l’on  rire 

z?  t*dr — t2dz—z1dt;  z dt—z2 dt—t2 dz;  dt  — 
Jl  8c  y en.  intégrant*  f = — 7 -+C  con- 

* Z 

liante;  c’ell  a dire,  t2 *-+■*= — r-+-C rz>8cz~ 
-± _ Mais  du=zzdt,  & *=  77  ; doncjp  = 

r . & du  = ,d' , D’un  autre  côté  on 

0 — «•-—  t ’ — 

a x=e“,  par  confequent  L.x—ur  &,  en  différentiaut 
— =zdu*  Donc  — = ^ » Oaaaufli/=f“t  = 

t=  — : dt — — > Subftituant  ces  valeurs 

•*  * ’ ** 

de  r*  & de  dans  l’equation  ~ = cT"‘^ ’ 0a 

trouvera  par  réduction  Cydx=ydy-4-xd x. 
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CCCCLXXVI. 

Exemple  II.  Soit  propofée  l'equation  y*dx’-+ 

d y*  —yxdxdy1  — yxdydx2  — {-yx1 dxddy — xy 2 X 
dxddy  = o , dans  laquelle  dx  eft  confiante,  & qui  eft 
dans  le  cas  du  Problème  precedent,  puifquc  la  fomme 
des  expofans  des  variables  finies  x,  /,  & de  leurs  dif- 
férences dxydyy  & ddy  eft  la  même,  fçavoir  5,  dans 
chaque  terme.  On  fuppofera  donc,  comme  dans  la  fo- 

lution  du  Problème  x~e‘y  8cy—e"ry  d’où  l’on  tire 

dxz=zeu  duydy=zeu  (tdu-Jrdt)y  &,  a caufe  que  ddx 

=oyddy~cu  (ddt-4-zdudt).  Subftituant  ces  valeurs 
dans  l’equation  propofée,  elle  deviendra  après  les  rédu- 
ctions ordinaires  la  transformée  (B)dr*—*-2rdudt*~ 

t1  d t d u2  — \-tdtd  ur  — \-t  duddt — t*  du  d d t~oy  dans 
laquelle  la  variable  finie  u ne  fe  trouve  pas. 

On  fera  donc  duzn%dty  d’où  l’on  tirera,  comme 
dans  la  folution  du  Problème,  ddu  — — — 

z d t2  =zd  z d t-\-xd  d t , & ddtz=z  — zdt1 — ——— • 
Après  avoir  fubftitué  ces  valeurs  dans  l’equation  (13), 
on  aura  la  réduite  dt-¥itzdt — tdx-¥t2 dz  — oy 
ou  bien  (r* — t)dz-+itzdt-*-dr=.oy  équation  qui 
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eft  dans  le  Cas  de  l’Art,  ccclxxxil,  & dont  l’inté- 
grale trouvée  par  la  metbode  de  cet  Article  eft 
(r— • i )**-+•/— L.f  = C confiante. 

Mais  par  la  fuppofition  de  d u — zd  t , on  a z = 
~l~;  donc,  en  fubftituant  cette  valeur  de  * dans  l’inté- 
grale, qu’on  vient  de  trouver,  on  aura  ( t — i )*</#— t* 
far — dt.L*t  — Cdty  ou  du  — y 8Cy 

en  intégrant,  du—'  — conftante.  D’un 

autre  côté  on  a .v  = e*,  & yz=.eu  t ; ce  qui  donne 
u = L.x ; y=z*t,  & t—^-.  Donc  ces  valeurs  de  k, 
& de  f étant  fubftituées  dans  l’intégrale  qu’on  vient  de 

trouver  , on  aura  L.x—— — ; : — - — Hip  = 

r— 1 

; d*où  l’on  tire,  en  fup- 
pofant  C — +-  = m , & 1 y JL  x — x.L.x  — 

ny — m x — yL.y-^yL.x,  & ny — m x —y  L.y  — • 
x L.  x . 

Ces  deux  exemples  fuffifent  pour  faire  comprendre 
la  refolution  de  tous  les  autres  femblables.  Au  refte 
il  eft  clair  que  l’equation  différentielle  y1  ddy—xdxdy  y 

dont 
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dont  nous  avons  fait  mention , & qui  eft  refoluble  par 
le  premier  cas,  l’eft  auffi  par  celui-cy . Nous  pafTerons 
maintenant  au  troifieme  cas,  fçavoir,  Iorfque  la  fomme 
des  expofans  de  l’une  des  deux  variables  & de  fes  dif- 
férences eft  la  même  dans  chaque  terme  de  la  propofée. 

CCCCLXXVII. 

Problème  VIII.  Intégrer  les  équations  différen- 
tielles qui  fe  rapportent  a la  formule  generale  dxmddy 

—P*m dym^' d*  d/m-+1~n x 

d/dym~hl-P  dont  la  fomme  des  expofâns  de 

#,  & de  d*  eft  la  même,  fçavoir  w,  dans  tous  les 

termes  dx  eft  confiante,  & P,  .£>,  R , &c . font  des 
fondions  quelconques  As  y. 

Solution  . Suppofaut  x = eu  , on  aura  = 

e ; X =e  ; dx  —e  du  ; du  =ze  X 

du” , Ûfe. , & dd  u=  — du*.  Après  avoir  fubftitué  ces 

valeurs  dans  la  formule,  & l’avoir  divifée  par  em“ , 
qui  fe  trouve  dans  tous  les  termes,  on  trouve  la  trans- 
formée dumddy  = Pdym~+1-+Qdua  dym 

R d </  d ym  2 ~ p — +■  &c. , dans  laquelle  la  variable  finie 

« ne  fe  trouve  pas. 
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On  fera  donc  d » = * dy , d oh  l’on  tire  d d u =rf 

du'  — — ** dy*=zddy-*dzdy  ; par  confequent 

zd / — iïil.  En  fubftituant  ces  valeurs 

dans  la  transformée,  elle  devient  — ~zm ’+I dym~¥z — 

z.m-1d/m~+ldz==Pd/m~+I-*-Qz.*dym-*1-ïRzP  X 

dj,m~+1Crc.,  8c  en  divifant  par  dym~*'\  on  a — ■ 

%n-+x  dy  — zm~x  dz= Pdy->rQzndy-+RzP dy  &c.  j 
équation  du  premier  ordre  a deux  variables  z 8c  / , 
dont  on  cherchera  l’intégrale  par  les  réglés  connues; 
ce  qui  donnera  la  valeur  de  z en  /,  qu’on  fubftnuera 
daqs  l’equation  du=zdy . On  trouvera  enfui  te,  parla 
première  Partie  du  Calcul  l’intégrale  u=zS.zdy , &, 
par  ce  que  £.*  = »,  on  aura  L.x—S.  zdy,  équation, 
qui  ne  contiendra  que  les  deux  variables  * 8c  / , 8c  des 
confiantes , 

Il  eft  évident  qu’on  auroit  réduit  tout  de  fuite  la 
propofée,  en  fuppofant  x-=zc'zdy\  car  cette  fuppofition 
donne  ( par  le  Lemme  Art.  cccclxv.  & fes  Corollaires  ) 

dxczz  eS‘ z d y z dy  ; dd  x — e^’ z dy  (dzdy—*-zddy  -4-  z *dy  *) 
= o,  par  confequent  ddy=. — zdy1  — comme  on 

l’a  trouvé  plus  haut. 
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Exemple . On  propofe  d’intégrer  l’equation  2 ad*'  d y 

— \-axdxddy=^.ixdxdy'  -+i  x'ydddy , dans  laquelle 
dx  efl  confiante,  la  fomme  des  expofans  de  x & de  dx 
eft  2 dans  tous  les  termes , & les  coefficiens  2 a & 2 
des  deux  termes  os  fe  trouvent  dyy  fout  des  fondions 

de  y y & de  confiantes.  Suppofant  x=zes'idj’,  on  aura 

dx=zeS‘z  dj,zdy;  ddy= — zdy1  — a ' f' r ; ces  valeurs 

étant  fubflituées  dans  l’equation  propofée,  elle  devient 

* S.  z d j a j î il.  zdy  x j i * S.  zdy  j j x 

7z  dy  — ae  7z  dy  — «e  7 d zdy 


=zictS‘zdyxdyJ-ietS-zdyzdyi 


^ iS-xdy  , j 1 

2 e dzd  y # 


& 


en  divifant  par  êlS'zdy , qui  fe  trouve  dans  tous  les 
termes,  on  a,  après  la  reduélion,  & après  avoir  divifé 
par  <fy2,  a z1 d y — adz=z — — ou  bien  ady=z 


«zdz  — 2 rt ; 


, équation  dont  l’intégrale  efl  ay— 


-+  C.  confiante . On  peut  trouver  par  cette  intégrale 

la  valeur  de  z en  y,  la  fubflituer  enfuite  dans  la  différen- 
tielle zdy,  & trouver  en  intégrant  l’equation  finie  JL.  x 
=.S.zdy.  On  peut  auffi  par  la  fuppofition  de  L.* — 
S.zdy  réduire  la  propofée  a une  équation,  qui  ne 
contienne  que  les  premières  différences;  car  puifque 
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L.*—S.%dy,  on  aura , en  différenciant , il  = as  = 

-~j  , &,  remettant  cette  valeur  dans  l’intégrale  ay— 

— — -4-  — — hC,  on  aura  aydx*=zxxdy*~axdxdy 

■H*C^  x*  • 

CCCCLXXVIII. 

Problème  IX.  Intégrer  les  équations  différentiel- 
les , qui  font  contenues  dans  la  formule  generale 

d*m-tdd*  = P»ndym*l^$S,-'d*ndym-u-+l 

— pdJ  dym ~+' 1 -+  ÔY. , dans  laquelle  dy  eft 
confiante,  P,  Q,  P,  ÔV,  font  des  fonctions  de/,  la 
fomme  des  expofans  de  x 8c  de  fes  différences  </x,  ddx 
eft  m dans  tous  les  termes. 

Solution.  On  fuppofe,  comme  cy-deffus  x=eH 
dx=:e,duy  d dx=e“  (ddu-l-  du1  ) , & fubftituant  ces 
valeurs  dans  la  formule,  on  a,  en  divifant  par  /""qui 
fe  trouve  dans  tous  les  termes , la  transformée  d um~*1 
-4-  dum~l  d du  =zP  dy"*'  -+Qdun  dym-n-+l  -H-  R d </X 
dym~~l>~*'1  -+&c.>  dans  laquelle  u manque.  Il  faut 
donc  fuppofer  du=.zdy : ce  qui  donne  ddu=dzdy , 
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a caufe  de  dy  confiante.  Subfiituant  ces  valeurs  dans 

la  transformée,  elle  devient  zm~t‘  'dym~t'  *— *rz'~~ 1 X 

dymâz—Pdym^'^Qzndyn-+x-+Rztdym-+x-+&c-y 

/ 

&,  en  divifant  par  dym,  on  a zm~i'1  dy-+zm~~l dz  = 
P d y-+£)zn dy-+Ri? dy-*-£}“c.,  équation  différentielle 
du  premier  ordre,  a laquelle  on  parviendrait  d’abord, 
en  faifant  xzzze?' zdy . 

Exemple.  Soit  propofée  l’equation  2 dxdy  — 

addx — yddxy  ou  x°  dd  x=z  j- , dans  laquelle  dy 
efl  confiante,  la  fomme  des  expofans  de  x,  Bc  de  fes 
différences  dxBtddxeiïi  dans  chaque  terme,  & le 

coefficient  — du  terme  où  fe  trouve  dy  efl  une  fon- 

élion  de  y.  On  fera  donc  x = ?f,s:‘^') d xr=zes’zd-ry^ 

z d y , dd  x = es"zd*  (z1  dy2  -¥z  d d y -+ d z dy)  . Mais 
comme  dy  efl  confiante,  on  aura  ddy=o , par  confe- 

quent  ddx— es' z ay ( z dy1  —¥■  dzdy).  Subfiituant  ces 
valeurs  dans  la  propofée,  on  trouve  2 zdy*—a  z1  d y* 
-i-adzdy — zzydy2 — ydydz ; Bc  en  divifant  par  dy , 
on  a zzdy~az2dy—\radz  — zzydy — ydzy  équation 
du  premier  ordre.  On  p«yt  réduire  tout  de  fuite  la 
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propofée  en  la  mettant  fous  cette  forme  2 dxdy-+ 
y d dx=  addx,  dont  l’intégrale,  en  fuppofant  dy  con- 
fiante, eft  ydx-+‘xdy=iadx-*-Cdy. 

CCCCLXXIX. 


Les  méthodes  precedentes  peuvent  s’appliquer  ega- 
lement a toutes  les  équations  différentielles  de  quelqu’or- 
dre  quelles  foient,  pourvù  quelles  fe  trouvent  renfer- 
mées dans  les  cas  enonçés  cy-deffus.  Soit  par  exemple 
l’equation  generale 


A y 


Bdy  Cddy  DJ*, 


N J’y 


1 -—O 


dx1  d*i  dx' 

dans  laquelle  les  quantités  A,  B,C,D  &c.  reprqfentenc 
des  confiantes,  ou  des  variables  fiuies  & des  confiantes 
avec  les  conditions  requifes.  Soit  fait  y=./'zax 
aura  ( par  le  Lemme  Art.  cccclxv.) 


on 


.5-zd,  S.zdxr^Jz\  izdz 

’ dx1  v *x)>  4xi  \ dx 

— Cs  *dt( I4  -\-6z-?j-k 

dx*  \ Jx  dx 1 dx1  dx'  J 


Si  on  fubflitue  ces  valeurs  dans  l’equation  propofée,  el- 
le fera  divifible  par  eS'zd*  y 8c  elle  deviendra  de  l’or- 
dre »— 1.  Il  eft  évident  que  cette  méthode  eft  ap- 
plicable aux  trois  cas  precedents;  par  exemple  au  pre- 
mier, en  faifant  les  coefficients  égaux  a zéro,  excepté 
ceux  des  deux  termes  qu’on  veut  réduire  a un  ordre 


JJz 
dx 1 
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inférieur,  & dans  les  deux  autres  cas,  on  déterminera 
A , B y C,  £>,  Ù’c.y  enforte  que  les  termes  aycnt  les 
conditions  neceflaires.  Donc  en  general  une  équation 
différentielle  du  degré  n contenue  dans  les  cas  prece- 
dents pourra  toujours  s’abaiffer  au  degré  n — 1.  Mais 
nous  traiterons  cette  équation  plus  généralement  dans 
le  Chapitre  fuivant. 

CCCCLXXX. 

La  méthode  que  nous  avons  expliquée  (Article 
ccccxvi.  & fuivants)  pour  intégrer  un  nombre  quel- 
conque d’équations  différentielles  du  premier  ordre , peut 
facilement  s’étendre  aux  équations  différentielles  de  tous  les 
ordres,  c’eft  a dire,  que  fi  l’on  a un  nombre  N d’équations 
différentielles  renfermant  le  nombre  N-+-  x de  variables 
ty  x y y y *,  U,  ÔV . , chaque  équation  pouvant  fe  ré- 
duire a la  forme  fui  vante  (jK)o  = S— k-ax— \-by  — t-r* 

- <*•  - TT  - - TT  — + <*•  -+  ^ - ^rr 

+ ; 

di 1 di*  di } 

-+  -A  d *■  -+•  SAJL  -h  Cd~-  — Ôï.  y dans  laquelle  dt  efl 

d 1*  dtn  dt • ’ 1 

confiante,  6 une  fonflion  quelconque  de  r,  & a y b , r, 

Ûï.,  U y b y C y (^C.y  U y b'  y ^y  ÔV.  ......  . Ay  By  Cy 

&c.  font  des  confiantes  quelconques,  ou  zéro;  on  pour- 
ra toujours  intégrer  ces  équations  par  la  méthode  de 
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l’Art,  ccccxvi.  en  fuppofant  dx—pdr,  d d x-=zqd t* , 

d*x  = rdr\  (7c.  jufqu’a  x = sdr’’~\  & de 

même  d/=p'dr , ddy  — qdt *,  dy^rdr'  ûV. 
jufqu’a  /“*  y — sdt9  — ' ; dz=p"dt , ddz  — q"dt\ 

d',z  — rdtS(3‘c.  jufqu’a  </*  ‘z  = îVr"  1 •>  p,  q,  ri 
r,  (7c.  />',  r',  5,  ÛV.  />*,  /,  /,  6*.  étant  de 

nouvelles  variables.  Car,  puifque  dt  efl  confiante,  en 
différentiant  les  équations  dx=zpdt,  ddx=zqdtl  , 
d'x^rdt*, /“  1 x = sd tn~’1 , on  aura  ddx  = 

dp  dt , d*x  = dqdt\ f x = dsdt”~l;  parcon- 

_ /JJ,  -Vp  Sd\  Sd,  . ._ÜJL  — 

fequent  =-tt;  — -77“^  "*  aV  — 

» 

-j-L.  On  aura  de  même  ddy  = dpdt  ; d ’y  = 
dqdtz; / y=.dsdtn~~l , & par  confequenc 

. *»  1*  n u 

On 


■C  ■ 
*Rr* 


SJ  J r b"dp  . *Vy 

</,*  ”7»  ■ • j,i 


b” J 4 m 

dt  > 


Bd"  y Bd  C 

Jf  ** 


trouvera  de  même  les  valeurs  des  différentielles  ddx , 

d'z,  (7c.  ddu , <T«,  (7c.  fubfli tuant  ces  valeurs  dans 
la  formule  (K.),  elle  devient  0 = $ -t- x £/-+<•  z 


(7c. 


bd  y 


c'd  Z 


dt 


. ad  P Ü'dtf 

+ &C.-+- 7T-+— 


*Upn 


dt 


■ Ôï.  • • 
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î*9 


A d t B d s*  , C d / y*,  • • . 

— h~Tt h~ équation  qui  ne  contient 

que  les  variables  /,  *,  y , z,  Ô'c.  avec  leurs  premières 
différences  dt , */#,  dz,  ÔV.  & les  premières  dif- 
férences dp.,  d q , </>•,  </r,  ÔV.  dp\  d q\  dr\  d y,  &Y. 

Ô'r.  des  variables  />,  <7,  r,  s,  ÔY. , p',  q\  r, 
Ô*r. , />",  q",  &c.  On  aura  de  plus  autant  d’équations 
de  la  forme  requife  par  l’Art,  ccccxvi. , qu’on  aura 
introduit  de  nouvelles  variables  p,  p\  p\  &c.  y,  q\ 
q\  &c.  r,  r',  r",  &"c.  r,  r,  r",  ÔY.  dans  la  formule 
(£).  Car,  puifque  dx=zpdty  on  aura  dx — pdt=zo ; 
& puifque  d d x = q d t1  — d pd  t , on  aura  dp  = qdr , 
& dp  — qdt~o , ÔY.,  & de  même  — p'df=zo , 
dp — ■ q'dr~o , ÔY.  Donc  toutes  ces  équations  pour- 
ront s’intégrer  par  la  méthode  de  l’Art,  ccccxvi.  en 
les  multipliant  toutes,  excepté  la  première,  par  diffé- 
rentes confiantes  indéterminées  , & pratiquant  eufuite 
les  autres  operations  que  preferit  cette  méthode . C’eft 
ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  exemples. 

CCCCLXXXI. 

Exemple  I.  On  propofe  d’intégrer  l’équation 
différentielle  du  fécond  ordre  T d d x-¥  aT  d x d t -+■ 
b xT  d t1  -4-T'd  t2=zo , dans  laquelle  dt  eft  confiante, 

& T,  T font  des  fondions  quelconques  de  t,  Divi- 

T t 
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t* 

Tant  cette  équation  par  T d t1 , & fuppofant  :p  = fl 

fon&ion  de  r,  on  la  réduit  a la  forme  (K)y  ou  o=:fl 

On  fera  donc  dx—pdt , d’où 

l’on  tire,  en  différentiant,  ddx  = dpdty  8c  fubflituant 
cette  valeur  de  x dans  la  propofée , on  aura  o — â 

_4-  y x —4*  ~j~~  -*+•  ~~ , ou  d p —4?  a d x-Y- b x d t —4~  ^ d 

& — pdtz=zo ; deux  équations  a trois  variables  r, 

qui  ont  les  conditions  qui  exige  la  méthode  de 
l’Art,  ccccxvi.  On  multipliera  donc  la  fécondé  équa- 
tion par  un  faéteur  confiant,  8c  indéterminé  A,  On 
ajoutera  le  produit  Ad  x——  Apdt^zo  a la  première 
équation,  8c  on  aura  la  fbmme  dp— t-<»)^x—t- 
( bx  — Ap)dr-bldt=zo.  On  fuppofera  enfuite,  fui- 
vant  la  méthode,  bx — Ap  = Mp-bM(A—+-a)x  , 
M étant  un  autre  faéleur  confiant  8c  indéterminé;  & 
en  comparant  terme  a terme  les  deux  membres  de 
cette  équation,  on  aura  b x — M(A-+  a)  x , 8c  —Ap 

= Mpy  d’où  l’on  tire  M= — A,  8c  par 

confequent  A— — A A -+■  A az=. — b , 8c  A— 

— — ■»£  . ce  qUi  (jonne  deux  valeurs  de  A , que 

nous  exprimerons  par  & A' y 8c  aufli  deux  valeurs 
correfpondantes  de  Af,  que  nous  defignerons  par  M 8c 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VI.  331 

M'.  En  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equation  bx — 
Ap  — Mp-+M(A-i-a)»y  8c  fuppofant  p-+{A-i-a)x 
= «,  & />-+-(  A'-ba)  x = u,  l'equation  dp-*-(A-¥ 
t)dx~b{bx — Ap)dt-b<>dt  = o fe  change  en  ces 
deux  autres  du—bMudt—b^dfzzzo^  8c  du'-+M'udt 
—b6dr  — oy  qu’on  intégrera  par  l’Article  ccclxxxii. 
On  trouvera  donc  u 8c  u en  r,  8c  en  confiantes  \ & 
enfuite  les  deux  équations  p— b(A-ha)  x = u y 8c  p—b 
(A  -+a)x~u  donneront  la  valeur  de  x en  t. 

CCCCLXXXII. 

Exemple  II.  On  propofe  d’intégrer  l’equation 
différentielle  du  troifieme  ordre  Td  x—^aTddxdt—b 
bT  dxdtx  -+cxT  dt'  -*-T dtl  — 0 , ou,  en  divifant 
par  T d r* , 8c  fuppofant  -^  = 9,  0 = 6— t-cx~+--^ H 

-+•  ~T  ■>  qui  a k f°rme  requife.  On  fuppofera 

donc  dx—pdry  ddx=zqdt*  ; . doit  l’on  tirera,  en 

différentiant,  d d x — d p d r,  d'x  — dqdt1,  &,  par  fub- 

flitutions,  0 =5  fi  — +-  c x — +-  — t-  ~~f~  —+■  ~j~  5 ou  dq-b 

ad  p — +■  bd  x — c x d r — t-  ^ d t = 0 . Or  ces  trois  équa- 
tions peuvent  s’intégrer  par  l’Art,  ccccxvi.  en  multi- 
pliant la  fécondé  de  ces  équations  par  la  confiante  in- 


s. 
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déterminée  A ^ & la  troifieme  par  la  confiante  indéter- 
minée B,  & ajoutant  les  deux  produits  Ad x — Apdt 
= 0,  8c  Bdp  — Bqdt  — o a la  première  équation 
pour  avoir  la  Comme  d q-b(a-b  B)dp—b(b-bA)d* 
-+(t*  — A p — B q)  d r-bQ  d t~o . On  fera  enfuite 
ex  — A p — B q = M q —b  ( a — f-  B)  p —4-  ( b —h  A ) x 
— M(b  -b  A)  x-+M(a-bB)p-+Mq,  M étant  un 
autre  faCleur  confiant  & indéterminé;  &,  en  égalant 
les  termes  homologues,  on  aura  les  trois  équations  fui- 

vantes  M(b  — j-  A)  x — c x ; p — — Ap  ; 

Mqe=z  — Bq  ; d’où  l’on  tire  ; M=-~ — ; 

Mz=— B;  par  confequent  ~rT  = — TTF  = ~ 5; 
d’où  l’on  déduira,  après  avoir  fait  les  réductions  ordi- 
naires, une  équation  du  troifieme  degré,  qui  donnera 
trois  valeurs  de  A , que  nous  defignerons  par  A , A\ 
A ",  & les  trois  valeurs  correfpondantes  de  B par  B, 
B,  B , celles  de  M par  AT,  M',  AT.  En  fubflituant 
ces  valeurs  dans  l’equation  ex  — Ap  — Bq  = M{^q— b 
(a-t-B  )p— *-(£-+- _//)*}• , & fuppofant  q—b(a—bB )p 
— t -{b-¥  A)  x — u ; q -4-  ( a —b  B)  p -+■  ( b — +■  A'  ) x = u • 
q—b(a—bB’)p-b(b—bA")x~u"y  l’equation  dq— +• 
(d—b B)  d p—b  {b  —h  A)  d x —b  ( cx  — Ap  — Bq  ) dr— 4- 
Gdr  — o fe  changera  dans  ces  trois  autres  équations 
d u — t-  Mu  d t — t-t  d t = 0 , dti  -b  M'  udt—t-Gdt  = o , 
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d «"-+• M*ud t-+ô d t = o , qu’on  intégrera  par  l’Article 
ccclxxxii. . On  trouvera  donc  les  valeurs  de  »,  de 
u , 8c  de  u en  t 8c  en  confiantes , 8c  enfuite  les  trois 
équations  q~+-(a-i-B)p-b(b—t-A)xz=zu;  <7-+- ( /»— h 
E)p—b&c.  donneront  les  valeurs  de  * en  t 8c  con- 
fiantes . 

ccccLxxxur. 


Exemple  III.  On  propofe  d’intégrer  les  deux  équa- 
tions fuivantes  du  fécond  8c  du  troifieme  ordre. 


# c dx  f d y 

» = T -+•  * * -+•  b -*■  77  -+ 77 


d d « 
dtl  * 


T'  . . 

TT 


dfr 

dt3 


Dans  lefquelles  efl  confiante,  & T,  T'  font  des  fon- 
dions de  t.  On  fera  dx—pdt , dy~qdt,  8c  ddy=z 


rdt*y  d’oii  l’on  tirera,  en  différentiant , ddx—dpdt , 

ddy  — dqdt , d* y—drdt* \ par  confequcnt  dqd t=rdt* , 
& dq—rdt.  Subflituant  dpdt  au  lieu  de  «M*,  & 

drde1  au  lieu  de  <1*/  dans  les  équations  propofées,  on 
les  changera  en  ces  deux  autres 

dp-*-cdx—*-fdy-+(ax—*-by)  d t-*-T dt—o 
dr—hbdy -+gxdt—4-  T'dr=o 
8c  on  aura  de  plus  les  trois  équations  fuivantes  dx— 
pdt—o ; dy—qdt  — o;  dq — rdrz=zo.  Ces  cinq  equa- 
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tions  ont  toutes  les  conditions  qu’exige  la  méthode 

de  l’Art,  ccccxvi. 

On  multipliera  donc  les  quatre  demieres  de  ces 
équations  par  les  confiantes  indéterminées  A , B,  C,E, 
8c  ajoutant  les  quatre  produits  a la  première  équation, 
on  aura  la  fomme  (H),d  p-+Ed  q A d r -+ (c —*■  B)  d x 
— H (f — h b A — H C )djf  -+g  Ax—\rby  — Bp — C q 

—Er)  d r-+  (T -+•  AT)dr=.o.  Enfuite,  M étant  un 
fa£leur  confiant  & indéterminé,  on  fuppofera  fuivant  la 
méthode  (a-bgA) x-+b y — Bp — Cq — E r—M-[p-+- 
Eq-+  Ar-*-(c-+B)  b A-*-C)y  ~^—Mu  8c  en 

développant  le  fécond  membre  de  cette  équation , 8c 
égalant  tous  les  termes  homologues,  on  aura  les  équa- 
tions fuivantes:  M= — B,  ME— — C;  MA— — E\ 
M(c B)—a—>rgA  ; M{f->rbA-JrC)—b  , 8c  J’e- 
quation  (H)  deviendra  d u-*-Mud AT)dt 
—o , qu’on  pourra  intégrer  par  l’Article  cccLXXXir. 
après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  A 8c  de  M par 

les  équations  qu’on  vient  de  trouver.  Car,  puifque 
B=— M,  E=—MA,  8c  C=—~ME—M*A.  Si 
on  fubflitue  ces  valeurs  de  B , de  C , 8c  de  E dans 
les  deux  équations  M(c-+B)—a-+gAi  8c  M(f -+■ 
b A-*rC)—b , elles  deviendront  M(c — M)=.a—\-gA 
8c  M{f-+hA-*-M1A)—b , d’où  l’on  tire  A— 
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CM  — AI*—  s b — fM  o J w.  • J 

_ = 1 — & de  1H  une  équation  du  cm- 

* éM-t-M* 

quieme  degré  qui  donnera  cinq  valeurs  de  M,  doit 
l’on  déduira  les  cinq  différentes  valeurs  correfpondantes 
des  faéleurs  A , B y C , E . On  feu  le  refie  comme 
dans  les  exemples  precedents  au  moyen  des  deux  équa- 
tions du~+-Mudt—*-(T-+AT)dr~oy  & p-+Eq—¥ 
A r — ( c —+•  B ) x— +-  (J~—+hA—4rC) y —u . 
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CHAPITRE  VIL 


Metbode  pour  trouver  P intégrale  complet  te  de  f équa- 
tion o — si  y — \ .-4-  P--—  -+•  --JL  -4.  If-L 

d*  dx1  dx'  dx* 

JJ  4 

-t-  (3c . JDtf/w  laquelle  dx  efi>  confiante , 

Ô*  les  coefficient  A,  B,  C,  D,  Jî,  Ô'c. 

font  auffi  confiants , ou  des  fondions  de 
la  variable  *,  6’  Je  confiantes. 

CCCCLXXXIV. 

Si  on  fuppofe  que  » foit  une  quantité  compo- 
fée,  comme  on  voudra,  de  confiantes  & de  variables 
*,  y,  a,  ÔV.,  parmi  lefquellcs  * ait  fa  première  dif- 
férence confiante;  on  fçait  que  la  première  intégrale  de 

ia  différentielle  tf  u fera  d h,  a laquelle  il  faudra 
ajouter  la  confiante  du  même  ordre  Ad*'~~l  , pour 
la  rendre  complette , A étant  une  confiante  arbitraire . 

La  fécondé  intégrale  de  la  différentielle  propofée 
J’»  fera  d »,  & d u-bAxdxn~zy  a laquelle 
il  faudra  ajouter  la  confiante  du  même  ordre  Bdx"~zy 
pour  avoir  la  fécondé  intégrale  complette,  d”  * u-b 

Axdxn~~* 
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Axd*n-'-*rBdxn-\  B étant  une  confiante  arbi- 
traire. La  troifieme  intégrale  complette  de  la  différen- 
tielle propofée  fera  d’’~îu— t-j  Ax* dx~ 5— h Bxdx~' 

-i-Cdxa~îi  C étant  une  troifieme  confiante  arbitraire; 
par  où  l’on  voit  que  la  derniere  intégrale  complet- 
te 8c  finie  de  la  différentielle  propofée  aura  la  for- 
me u-+A'xn~'  -+Bx"  z— \rCxn~~ J qui 

contiendra  autant  de  confiantes  arbitraires  A\  B , C', 
D\  &c.  qu’il  y aura  d’uuités  dans  l’expofànt  n 

de  l’ordre  de  la  différentielle  propofée  d”u.  Il  eft  clair 
que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  doit  s’appliquer 
aux  intégrales  des  memes  différentielles  , lorfqu’elles 
font  en  forme  d’équations,  de  forte  que  la  première 
équation  intégrale  complette  de  l’equation  différentielle 

d u — o fera  d u-t-Ad*”  1 =o,  la  fécondé  équa- 
tion intégrale  complette  de  l’equation  d” u = o fera  df  ~u 
-+ -Axdxn~1~+Bdxn~1 — o.  La  troifieme  fera  (f  Ju 
—\-~Ax%dx  ' — +■  B x d x J —*•  C d x”  5 = o , 8c 

l’equation  intégrale  complette  8c  finie  fera  u —t-  A “ ‘ T 
-+Bx”-*-+Cx',~}-+&c. -+-^=o,  qui 

contient  autant  de  confiantes  arbitraires,  qu’il  y a d’u- 
nités dans  l’expofant  n. 

V u 
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CCCCLXXXV. 

Il  eft  donc  neceffaire  de  bien  diftinguer  les  inté- 
grales complettes  d’avec  les  incomplettes  & particuliè- 
res; car  u — A' si*  1 -+•  B*a~ 1 — t-C  x"~ 3 -t-ÔV...... 

0 eft  la  feule  intégrale  complette  & finie  de 
l’equation  d"u  = o.  Mais  ft  dans  cette  intégrale  on  dé- 
termine une  ou  plufieurs  des  confiantes  arbitraires,  ou 
fi  on  les  fuppofe  égalés  a des  confiantes  arbitraires  ou 
a zéro  , on  aura  autant  d’intégrales  incomplettes  ou 
particulières,  qu’on  aura  fait  de  fuppofitions , 8c  chacu- 
ne de  ces  intégrales  fatisfera  a l'equation  différentielle 
d ”«  = 0 , mais  elles . ne  la  rempliront  pas  dans  toute 
fon  etendüe , Nous  allons  éclaircir  cette  matière  impor- 
tante par  deux  exemples. 

Exemple  I.  On  propofe  d’intégrer  l'equation  dif- 
férentielle du  premier  ordre  aady-+yydx=z(aa-¥ 
xx)dx.  On  voit  d’abord,  qu’on  fatisfait  a cette  équa- 
tion en  fuppofant  y = x , puifou’en  fubftituant  x au  lieu 
de  /,  Sc  dx  au  lieu  de  d y dans  l’equation  propofée, 
elle  devient  and  x-t-  * * d x — (a  <j-4-xx)  d x , qui  eft 
unr  équation  identique,  dont  tous  les  termes  fe  de- 
truifent  mutuellement.  Donc  y — x=o  eft  une  équa- 
tion intégrale  de  la  propofée;  mais  elle  n’eft  pas  com- 
plette , puifqu’elle  ne  contient  ny  la  confiante  a,  qui 
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eft  déjà  dans  l'equation  propofée , ny  la  confiante  arbi- 
traire qui  doit  toujours  fe  trouver  dans  l’intégrale  com- 
plette  d’une  différentielle  du  premier  ordre.  L’intégrale 


complette  delà  propofée  eft/=x-+- 


a 4 “+  A.  S.  e * * d i t 


dans  laquelle  A eft  une  confiante  arbitraire,  & L.e 
= i.  Car  fi  on  fuppofe  y on  aura  dy  — dx-*- 

dz , & fubflituant  ces  valeurs  au  lieu  de  y , & de  dy 
dans  l’equation  propofée,  elle  devient  aadz—\rizxdx 
-i-xzdx  — Oy  qui  eft  dans  le  Cas  de  l’Art,  ccclxxxii. 
& dont  l’intégrale  trouvée  par  cet  Article  eft  z = 


xa-t-A.S.e  “dx 


Donc  l’intégrale  complette  fera  y=.x 


, qui  rend  l’intégrale  particulière 


s.  e “dx 


y — xy  en  fuppofiint  A~o. 

Exemple  II.  On  veut  intégrer  l’equation  différen- 
tielle du  fécond  ordre  o= — y —h  -+»  ---  , qui  eft 


un  cas  particulier  de  nôtre  formule  generale  o—Ay-+ 
~~r  — «*  Ôï.  On  voit  d’abord  que  l’equation 
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y — x=o,  ou  /=x  eft  une  intégrale  particulière  dé 
la  propofée,  puifqu’en  fubfti  tuant  * pour/,  dx  pour 
<//,  & ddx  ou  zéro  pour  ddy , la  propofée  devient 
o— — x-4-x  — t-o,  équation  identique.  Mais  il  s’en  faut 
bien  que  cette  équation  finie  /=xfoit  l’intégrale  com- 
plette  de  la  propofée,  5c  quelle  en  rempliflc  toute 
l’etendüe,  puifque  cette  intégrale  complette  doit  renfer- 
mer deux  confiantes  arbitraires,  outre  la  confiante  a, 
qui  fe  trouve  déjà  dans  la  différentielle  propofée.  On 
voit  encore , 5c  par  la  même  raifon , que  cette  équation 
finie  y=:Axi  dans  laquelle  A eft  une  confiante  arbi- 
traire, eft  une  intégrale  incomplette  de  la  propofée. 

K 

L’intégrale  finie  5c  complette  eft  Ax-+Bx.S.  — qui, 
outre  la  confiante  a , contient  deux  autres  confiantes 
indéterminées  A 5c  B . On  trouve  cette  intégrale  en 
fuppofant  y=.A*— t-xz;  ce  qui  donne  dy  = Adx—b 
zdx-t-xdx;  ddy  — idzd  x -+xd  d z , 5c,  par  fubfiitu- 


. . xd  y atddy  * „ 

tion  , 0 = — 1 “ — = A X XZ—¥  A X — f* 


X 3-4- 


x1  d z 
d x 


dx 

1 x x dz 
dx 


dx1 

a x*d  d z 
dx1 


d’où  l’on  tire  xdzdx 


2 adzdx-+ax1ddz~o;  5c,  en  divifant  le  tout 


j dx 

par  a xdz  y — — v 


2 d X 


d d z 
dz 


OU 


ddz 

dz 
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d Jt  ,, 

= — . L’intégrale  du  premier  membre  eft  2 L.x 

-t-L.dz  — L.M1  -+L.dz=zL.x1  dz  . L’integrale  du 

a 

fécond  membre  eft  — — — — ~ . L.  e = L.  c ‘ . Donc 

a 0 

la  première  intégrale  complette  de  l'equation  L£i_+. 


YT= — ~~  j en  ajoutant  la  confiante  arbitraire 


du  même  ordre  L.  Bdx  , fera  L.x*dz  — L.e  ‘ —*• 

a 

L*Bdx,  ou  L.xzdz  — L.Be  dx\  par  confequent 
— 7 ~ 7 , 

xz  dz  — Be  dx;  dz  — — ; & , en  intégrant 


• 1 

encore,  on  aura  z — B.S.— — . Donc  l'intégrale 

1 x g D 

a 

• , 

complette  de  la  propofée  fera  y = A x -+-  B x S.  '~~~— 

qui,  outre  la  confiante  <»,  contient  les  deux  confiantes 
arbitraires  A 8c  B , comme  il  convient. 

On  n’a  point  ajouté  de  confiante  arbitraire  en  in- 

x 

B * d 

tégrant  l’equation  dz  — — , par  ce  quelle  etoit 

a 

inutile.  Car,  fi  on  fait  z — C-+-B.S.- — , on 

' XX  5 
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aura  pour  l’intégrale  complette  cherchée  y=zAx-+C  x 

a * 

-ïBx.S.-  =(A-+C)*-+Bx.S.l-^L.  Or 
on  peut  exprimer  la  fomme  A-+C  par  une  feule  let- 
tre A qui  reprefente  une  confiante  quelconque. 

CCCCLXXXVI. 

Quoiqu’il  foit  évident,  par  ce  que  nous  avons 
dit,  que  toutes  les  équations  intégrales  particulières 
foient  contenues  dans  l’intégrale  complette,  ou  que  cel- 
le-cy  foit  compofée  de  plufieurs  intégrales  particulières, 
qui  peuvent  quelquefois  fervir  a découvrir  l’intégrale 
complette,  comme  nous  l’avons  vû  dans  les  deux  e- 
xemples  precedents , il  arrive  neantmoins  fort  fouvent 
que  les  intégrales  particulières  qu’on  connoît,  ne  font 
d’aucun  fecours  pour  trouver  l’intégrale  complette,  ou 
même  une  intégrale  plus  etendüe,  que  les  particulières 
données.  Mais  l’equation  generale  que  nous  traitons 

îcy,  A/-+--^ — h-j-; h ©Y.  a cet  avantage,  que, 

fi  on  connoît  quelques  valeurs  particulières  de  y en  x, 
& confiantes,  on  peut  aifément  en  déduire  d’autres  va- 
leurs plus  etendues  qui  renferment  les  valeurs  données, 
& même  fi  on  a un  nombre  fuffifant  de  ces  valeurs 
particulières  de  y,  on  pourra  en  déduire  la  valeur  ge- 
nerale, ou  l’intégrale  complette  qu’on  cherche. 
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CCCCLXXXVII. 

Il  efl  clair  que,  fi  p efl  un  valeur  convenable  de 
y en  * & confiantes,  de  forte  qu’on  ait  y~p , alors 
on  aura  aufli  y — apy  a étant  une  confiante  arbitraire. 
Car,  fi  la  valeur  p étant  fubflituée  au  lieu  de  y dans 

la  quantité  A y — t-  C‘  '[ v — H'ÔV.  rend  cette  quan- 

tité égalé  a zéro , la  valeur  t p étant  auffi  fubflitué  au 
lieu  de  y la  fera  évanouir  de  la  même  maniéré;  on 
pourra  donc  introduire  de  cette  façon  une  confiante  ar- 
bitraire a dans  l’equation  intégrale  particulière  y—p . 
De  même,  fi  on  a de  plus  l’equation  y~qy  qui  fatis- 
fafle  a l’equation  propofée,  on  aura  encore  y=z$q,  fi 
étant  une  autre  confiante  arbitraire  ; & de  ces  deux 
valeurs  ;=t« /> , Sc  y — fiq,  on  en  déduira  une  troifie- 

m q y=zap-+fiq;  car,  fi  la  quantité  Ay-t-^£~— h 
— i -&c.  devient  égalé  a zéro  par  les  fubflitutions 

particulières  de  » p , 3c  de  fi  q au  lieu  de  / , il  efl  évi- 
dent quelle  s’evanoiiira  de  même  par  la  fubflitution  de 
la  fomme  ap-+Hq  au  lieu  de  y. 

CCCCLXXXVII  I. 

De  même  fi  />,  r,  r,  &c.  font  des  fondions 
de  »,  telles  que  chacune  d’elles  étant  fubflituée  au  lieu 
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de  y dans  la  quantité  A y C Ô'r.  la 

rende  égalé  a zéro,  alors  la  fomme  ap—\-pq—*-yr-+Ps 
H-  ^r.  étant  fubfiituée  au  lieu  de  y dans  la  même  quan- 
tité, la  rendra  auffi  nulle;  de  forte  que,  fi  />,  7,  r,  r, 
&c.  font  des  valeurs  particulières  de  / en  x , qui  fatis- 
faffent  a l’equatioa  différentielle  propofée,  on  en  dédui- 
ra tout  d’un  coup  une  valeur  beaucoup  plus  etendüe 
d z y enx,  fça voir ,/  = »/>  — v$q  — t- y r-+-J'r—t-Ô'r.,  qui 
fàtisfera  a l’equation  propofée,  & cette  valeur  fera  ge- 
nerale, 8c  donnera  l’intégrale  complette,  fi  elle  contient 
autant  de  confiantes  arbitraires,  qu’il  y a d’unités  dans 
l’expofant  de  l’ordre  de  l’equation  différentielle  propo- 
fée. Il  eft  donc  facile,  lorfqu’on  a un  nombre  fulfifaut 
de  valeurs  particulières  de  y en  x,  d’en  déduire  fa  va- 
leur complette,  c’eft  a dire,  celle  qui  comprend  toutes 
les  valeurs  de  y , qui  fatisfont  a l’equation  propofée, 
8c  qui  donne  l’intégrale  complette  de  cette  équation  en 
termes  finis. 

CCCCLXXXIX. 

Ainfi  pour  trouver  l’intégrale  finie  8c  complette 
de  l’equation  propofée  o = A y —t-  — 

— -■ ■*- , il  ne  s’agit  plus  que  de  cher- 
cher des  valeurs  particulières  de  y en  x,  telles  qu’étant 

fubfti- 
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fubflituées  dans  cette  équation,  elles  la  rendent  identi- 
que; & de  trouver  autant  de  ces  valeurs  particulières, 
qu’il  eft  neceffaire , pour  que  prifes  toutes  enfemble , 
elles  renferment  autant  de  confiantes  arbitraires,  qu’il 
y a d’unités  dans  l’expofant  ».  C’efl  pourquoy,  fi  cha- 
que équation  particulière,  qui  exprime  la  valeur  de  y 
en  x,  ne  contient  qu’une  confiante  arbitraire,  il  faudra 
trouver  le  nombre  » de  ces  équations  particulières, 
pour  en  déduire  l’intégrale  finie  & complette  de  i’equa- 
tion  propofée.  Mais,  fi  parmi  ces  équations  particuliè- 
res il  s’en  trouvent  quelques-unes,  qui  renferment  plu- 
fieurs  confiantes  arbitraires,  on  pourra  trouver  l’intégra- 
le complette  avec  un  nombre  de  ces  équations  parti- 
culières d’autant  moindre,  que  chacune  d’elles  contien- 
dra plus  de  confiantes  arbitraires. 

ccccxc. 

Nous  ne  connoiffons  point  de  méthode  generale 
pour  trouver  le  nombre  fuffifant  d’équations  particuliè- 
res entre  / & x,  lorfque  les  coefficiens  A,  jB,C,  D , 
de  la  propofée  renferment  des  fondions  de  x; 
mais  on  a cette  méthode,  lorfque  tous  ces  coefficients 
font  fuppofés  confiants,  c’eft  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  l’intégrale  finie  & 

complette  de  l’equation  différentielle  0 ~Ay  -+■  — - - 1- 

X x 
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—-il- -4- N '***-.  dans  laquelle  la  différence 

W*1  dx'  dxn  ’ 1 

dx,  & tous  les  coefficiens  A,B,C,&c.N  font  des 
quantités  confiantes.  Nous  defignerons  cette  équation 
ainfi  déterminée  par  (H). 


Pour  la  refoudre  generalement , nous  obferverons 


• hx 

d’abord  que,  fi  on  fuppofe  y—c , b étant  une  con- 
fiante indéterminée,  & L.e=i , on  aura  (Art. 


CCCCLXV.  ) ~=zbch* 


Hx* 


— bxé 


hx 


£y_ 

dx> 


= b\h* 


&c.  = b*  eh  * , & qu’en  fubftituant  ces  valeurs 

* 

dans  l’equation  propofée  (H),  & divifant  par  /*,  qui 
fe  trouve  dans  tous  les  termes,  on  aura  l’equation  al- 
gébrique fui  vante,  que  nous  defignerons  par  (A),  o = 

A-+Bb—*-Cb*-+Db' -¥Nbn , dont  l’inconnue 

eft  h y & qui  eft  du  degré  n. 

Si  on  tire  de  cette  équation  ( K ) quelque  valeur 
de  b,  & qu’on  la  fubftitue  dans  l’equation  y=.eh* , on 
aura  une  valeur  particulière  de  y en  x & confiâmes , 
laquelle  étant  fubftituée  au  lieu  de  y dans  la  propofée 
(H)  la  rendra  identique.  Suppofé,  par  exemple,  qu’une 
des  racines  de  l’equation  (K)  foit  /,  de  forte  qu’on  ait 
£=/,  ou  b — /==o,  divifeur  de  cette  équation  (JC), 
on  aura  aufli  y — e*  équation  intégrale  particulière  de 
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la  propose  (H);  d’où  l’oa  tire  (Art.  cccclxxxvii. ) 
y—xeX)  autre  équation  intégrale  particulière,  qui  ren- 
ferme une  confiante  arbitraire  a.  Or  l’equation  algébri- 
que (A)  du  degré  » contient  le  nombre  n de  racines, 
ou  de  divifeurs  fimples , comme  b — /==o,  (oit  qu« 
ces  racines  foient  égalés  ou  intégrales,  réelles  ou  ima- 
ginaires . Donc , fi  toutes  ces  racines  font  inégales 
entr’elles,  on  aura  le  nombre  n de  valeurs  particulières 
de  y en  x,  dont  chacune  contiendra  une  confiante  ar- 
bitraire , 8c  la  fomme  de  ces  valeurs  particulières  ren- 
fermera le  nombre  n de  confiantes  arbitraires , 8c  don- 
nera la  valeur  complette  de  / en  « 8c  confiantes , ou 
l’intégrale  finie  8c  complette  de  l’equation  propofée  (H); 
de  forte  que,  fi  on  defigne  toutes  les  racines  inégales 
de  l’equation  (K)  par  ÔV.  refpeftive- 

ment,  on  aura  pour  l’intégrale  cherchée  y—ae  -+• 

*— ef  *•  + }'/  8c , fi  toutes  ces  racines 

font  réelles , cette  intégrale  fera  auffi  toute  réelle , 8c 
ne  dépendra  que  des  logarithmes . 

CCCCXCI. 

On  pourra  auffi  trouver  l’intégrale  réelle  8c  com- 
pîette  de  l’equation  (H)  en  termes  finis,  lorfque  l’e- 
quation  algébrique  ( K ) aura  des  racines  égalés,  8c  des 
racines  imaginaires.  Pour  en  trouver  le  moyen,  il  ue 
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faut  que  confiderer  attentivement  la  relation,  qui  eft 

entre  l’equation  différentielle  (H) , ou  o = A y — h 

“ & l’equation  algébrique 

(X),  ou  o-=zA-¥B b-ï-C b* -+Nb\  Cet- 

te relation  eft  telle,  que,  fi  dans  l’equation  différentiel- 
le (H)  on  écrit  b°  pour  /,  b 1 pour  b 1 pour 

“4,  bj  pour  •&,  8c  generalement  b*  pour  cet- 
te équation  (H)  deviendra  l’equation  algébrique  (X), 
& au  contraire , fi  dans  l’equation  ( X ) on  écrit  / 
pour  b° , p0ur  b1  y iiL  p0Ur  b%  , & generalement 

— 4-  pour  ^ , on  rétablira  l’equation  différentielle  (H). 

J X 

D’où  l’on  conclût  que  fi  dans  les  divifeurs  de  l’equa- 
tion  algébrique  ( X ) on  écrit  y au  lieu  de  b° , ~ au 

i d*  k 

lieu  de  b , & generalement  —4-  au  lieu  de  b* , on 

formera  une  équation  différentielle , qui  fera  contenue 
dans  la  propofée  (H),  8c  de  laquelle  on  tirera  une 
valeur  particulière  de  / en  *,  qui  étant  fubftituée  dans 
cette  équation  (H),  la  rendra  identique.  Par  exem- 
ple fi  b —f , ou  b — - f b°  = o eft  un  divifeur  de  l’e- 


Digilized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VII.  345? 

quation  algébrique  ( K ) , on  en  tirera  l’equation  diffé- 
rentielle ~ — //  — 0 , ou  dont  l’intégrale 

eft  L.y~fx—fx.L,  e=L.  e*  ; par  confequent  y ~ 
/*,  qui  donne  l’intégrale  particulière  yzzae1*,  avec 
une  confiante  arbitraire  a , comme  nous  l’avons  déjà 
trouvé  cy-deffus. 

CCCCXCII. 

On  comprend  par  ce  que  nous  venons  de  dire, 
que,  fi  on  a un  divifeur  quelconque  a—hbb-¥cb2  , 
ou  a h° ->rb b1  —ne b1  ~o  de  l’equation  algébrique  (K) 
on  en  tirera  par  les  fubflitutions  préfcrittes  (Article 
ccccxci.)  l’equation  différentielle  a y — +•  ^4—  — +■  ~~- 

= 0,  qui  donnera  une  valeur  de  y en  x,  laquelle  fa- 
tisfera  a l’equation  propofée  (H),  & on  pourra  par 
cette  obfervation  trouver  l’intégrale  complette  qu’on 
cherche,  lorfque  l’equation  algébrique  ( K ) a des  raci- 
nes égalés  entr’elles.  Car , fi  on  fuppofe  que  le  quar- 

ré  (/ — £)*,  ou  ffb°  — zfbl->rbZ  — o foit  un  divi- 
feur  de  l’equation  (K))  on  en  tirera  par  les  fubfli- 

tutions  préfcrittes  l’equation  différentielle  ffy  — ~ÿ~ 
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_+i±L  — o : on  cherchera  enfuite  l’intégrale  complette 

j * 


r* 


& finie  de  cette  équation,  en  fuppofant  y~e  «,  d’où 
l’on  tirera  *-+• 


J-l—  — t-  sLiil.  ■ fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equa- 

dx  dx1’ 

tion  différentielle  ffy — ~ Pr  — ° » e^e  ^e* 

vient,  par  la  deflruélion  mutuelle  de  tous  les  autres 
ternies  / ddJL=0  ou  ddu  — o.  Or,  en  intégrant 

d xl 

cette  équation,  on  trouve  d’abord  du  — $dx,  quantité 
dans  laquelle  |3  efl  une  confiante  arbitraire;  &,  en  in- 
tégrant encore,  on  a u — fix—ba;  a étant  une  autre 
confiante  arbitraire.  Subflituant  donc  cette  valeur  de 

/X  f X 

m,  on  aura  y=e  X 
(a-H3*),  valeur  de  y , qui  contient  deux  confiantes 
arbitraires,  & qu’on  trouve  pour  deux  racines  égalés 
de  l’ équation  algébrique  ( K ). 

De  même  fi  l’equation  (K)  a pour  divifeur  le 

cube  (/ — hs)  , en  le  développant  & faifant  les  fubfli- 
tutions  préferittes,  on  en  déduira  l’equation  différentielle 
— l/  d- — — =:o  , qui  fera  contenue 

f* 

dans  la  propofée  (H),  & en  fuppofant  y — é » , on 


/ 
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trouvera  par  fubftitutions  d —0.  En  intégrant  cette 

équation,  on  trouve  d’abord  ddw=iydxz , 2 y étant 
une  confiante  arbitraire  quelconque;  en  intégrant  enco- 
re, on  a d w=-2y  xd  x-+-  $ d x,  /3  étant  une  nouvelle 
confiante  arbitraire,  8c  enfin  en  intégrant  pour  la  troi- 
fieme  fois,  on  trouve  u—yxx-+Qx-+ai  a étant  une 

troifieme  confiante  arbitraire.  On  aura  donc  y — f*u 

r=/*(a— f-/3x— t--yxx),  valeur  particulière  de/,  qui 

comprend  trois  confiantes  arbitraires  pour  trois  racines 
égalés  de  l’equation  (K).  On  trouvera  de  la  même 

façon,  que,  fi  (f — £)4  eft  un  divifeur  de  l’equation 
(K),  on  aura  /=/*  (a  — — H-yxx-t-J' xJ),  8c  gé- 
néralement que,  fi  le  divifeur  eft  (J — £)*,  la  valeur 

de/  fera  /*(<i-4-/3x—»-yxx— t-J' x?— t-ÔV. -+• 

fjLxi~1)y  de  forte  que  cette  valeur  contiendra  le  nom- 
bre K de  confiantes. 

CCCCXCIII. 

On  ne  peut  pas  doûter  que  les  valeurs  de  /,  tel- 
les que  nous  venons  de  les  trouver  par  les  divifeurs 
de  plufieurs  dimenfions  de  l’equation  (K)  ne  fatisfaflent 
aufli  a l’equatiou  (H),  de  maniéré  qu’étant  fubftituées 
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au  lieu  de  / dans  cette  équation , elles  la  rendront 

identique.  Car  foit  l’equation  (M) , ou  p-¥q h-*-rhz  ' 

— -+&C.—0,  un  divifeur  compofé  comme  on  vou- 
dra de  l’equation  (K)  ; qu’on  en  forme  par  les  fubfti- 
tutions  préfcrittes  l’equation  différentielle  (L)  o~py 

Il  efl  évident  que  la  va- 

dx  dx1  dx » ^ 

leur  complette  de  / , qui  donne  l'intégrale  de  cette  e- 
quation,  fe  trouve  en  joignant  enfemble  toutes  les  va- 
leurs particulières  de  qu’on  tire  des  divifeurs  fimples 
de  l’equation  ( M) . Or  les  divifeurs  fimples  de  cette 
équation  ( M ) font  aufli  les  divifeurs  fimples  de  l’equa- 
tion  ( K ) : donc  la  valeur  complette  de  y , qu’on  tire 

du  divifeur  compofé  p-*-q b-¥rb*  ~¥sbJ  —h&c.,  8c  qui 
donne  l’intégrale  complette  de  l’equation  (£,)  fera  aufli 
une  valeur  de  y , qui  étant  fubftituée  dans  l’equation 
différentielle  propofée  (H)  la  rendra  identique,  & don- 
nera une  intégrale  particulière  de  cette  équation. 

CCCCXCIV. 

Nous  avons  donc  trouvé  toutes  les  valeurs  pofli- 
bles  de  y , dont  la  fomme  donne  l’intégrale  complette 
réelle  & finie  de  l’equation  différentielle  propofée  (//), 
lorfque  les  racines  de  l’equation  algébrique  correfpon- 
dante  (K)  font  toutes  réelles,  inégales  ou  égalés.  Il 

P? 
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ne  nous  refte  plus  qu’a  trouver  ces  valeurs  particulières 
de  y , avec  le  nombre  requis  de  confiantes  arbitraires , 
dans  le  cas  où  l’equation  (K)  contient  des  racines 
imaginaires.  Or  on  fçait  que  ces  racines  imaginaires 
font  toujours  en  nombre  pair  dans  l’equation  algébrique 
où  elles  fe  trouvent,  8c  qu’elles  peuvent  toujours  être 
partagées  deux  par  deux , de  façon  que  leur  produit  8c 
leur  fomme  foient  des  quantités  toutes  réelles.  Lors 
donc  que  l’equation  algébrique  ( K ) contiendra  des  ra- 
cines imaginaires , elle  aura  toujours  pour  divifeur  une 
équation  réelle  du  fécond  degré,  de  la  forme  mm — 
7.mCos.V.b-¥bh=zo,  Jetant  un  angle,  ou  un  arc 
de  cercle,  dont  le  rayon  efl  l’unité  (Art.  cxlv.),  8c 
dont  les  deux  racines  imaginaires  feront  b = mCos.V 
—+•»».  Sin.  V.  — 1 , 8c  b — m Cos.  V — m Sin.  V.  i 

( Art.  cxlv.  ) . Il  n’eft  donc  plus  queftion  que  de 
trouver  les  valeurs  particulières  de  /,  qui  repondent 
aux  divifeurs  réels  de  la  forme  mm  — zmb.Cos.V-¥ 
bb  — o,  8c  qui  contiennent  chacun  deux  confiantes  ar- 
bitraires. 

Pour  cet  effet  nous  réduirons  d’abord  par  les  fub- 
ftitutions  préfcrittes  le  divifeur  mm  — rmh.Cos.V—\* 
bb  = o7  a l’equation  différentielle  o — mmy  — 2 m X 

4—  Cos.  V -*■  8c  nous  chercherons  l’intégrale  de 

«*  dx  ’ ° 

cette  équation  en  fuppo&nt  /=zemx’Cos"y  u , d’où  l’on 

Y y 


Digitized  by  Google 


354  Elemens  du  Calcul  Intégral 

tire  dy  = m Cos.  V.emx'  Cos‘ V udx-bem*'  Cos‘ v à u , & 

ddy=zmm  Cos.  V* , emx'Cos- v u d K* -b  2 m Cos.  V.  X 

emx-Co*-y  d tt  d x— benx'Co%'1'  d du . Subflituant  ces  va- 
leurs de/,  d /,  d<//  dans  l'equation  différentielle  0 = 

mm  y — 2m-~Ç.o%.V-^^~  on  la  transformera  en 

o — rnmemx‘Cosr  u— 2 wwCos.  y* em*'Co%'1' u — 2 m X 
Q°s.Ve  ■~-+-w»ïCos.Fï<rmx,Cos  K«-t-2»?  X 


mx.Cos.r  ddu 

'e  — ~ > & en  effaçant 


les  termes  qui  fe  detruifent , 8c  divifant  par  c 


m x . Cos.  V 


on  aura  mmu-bmm  Cos.  y*  m — 2w  m Cos.  1/ * u — f-  Oü. 

d x 1 

= 0,  ou  mmu(i—Qos.y1)-¥i±L  = 0 0l,  bien, 

d x 1 

par  ce  que  dans  le  cercle,  dont  le  rayon  efl  l’unité, 
Sin.  P*  — 1 — Cos.  F*  , mmSiâ7F\-b  — — „ & 

dx 1 ’ ^ 


ww Sin.  ^ —bd du  — 0.  Pour  intégrer  cette  équa- 
tion , on  la  multipliera  par  2 du,  8c  on  aura 
w w Sin.  V1.2ududuz—b2duddu-=oi  dont  l’intégra- 
le, en  ajoutant  la  confiante  arbitraire  du  même  ordre, 
û m S'm.y  dx*  , fera  wwSin.  V%  u u d x1  —b  d u1  — ■ 
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x 1 ; d’où  l’on  déduit  ■ /'*  ^ Sin.  V 1 X 


tirant  la  racine  quarrée,  = 

r a*  — »l 


wSin.  Vdx. 


A u 


element 


d’un  arc  de  cercle  s , dont  le  Sinus  efl  ~ , & le  rayon 
1 . On  aura  donc  d s — m Sin.  V.  d x , dont  l’intégrale , 
en  ajoutant  la  confiante  arbitraire  JB,  efl  r = /wxSin.  V 
—H  JB.  Puis  donc  que  la  quantité  wxSin.  V-+B  peut 
être  prife  pour  un  arc  de  cercle,  dont  le  Sinus  efl  , 
& le  rayon  1 , fi  l’on  defigne  par  A ( m x Sin.  V— 1-  B ) 

cet  arc  de  cercle , dont  le  Sinus  efl  , on  aura 

■j  — Sin.  A\mx. Sin.  V-+-  B)  , & par  confequent 

u~ a .Sin.  A (mx.Sin.  V— *-  B)  , 8c  fubflituant  cette 
valeur  de  « dans  l’equation  fuppofée  y—em*'  s' K «, 
on  aura  y enx'Co%'1'  Sxn.  A\m  x B)  va- 

leur convenable  de  / pour  les  deux  racines  imaginai- 
res, ou  pour  le  divifeur  mm — 2 mb.  Cos.  V— \-bb  =zo. 
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Ainfi  nous  avons  trouvé  toutes  les  valeurs  particu- 
lières de  dont  la  fomme  donne  l’intégrale  complette, 
réelle , & finie  de  l'equation  différentielle  propofée  ( H ) , 
lorfque  les  racines  de  l’equation  algébrique  correfpon- 
dante  ( K ) font  toutes  réelles  ou  imaginaires,  toutes 
inégales.  Toute  la  difficulté  eft  donc  réduite  prefente- 
ment  a trouver  les  valeurs  de  y , avec  le  nombre  re- 
quis de  confiantes  arbitraires,  dans  le  cas  où  l’equation 
( K ) contient  des  racines  imaginaires  égalés  entr’elles  , 
c eft  a dire , lorfque  cette  équation  ( K ) a pour  divi- 
feur  le  quarré  ou  le  cube , ou  une  autre  puifiance  de 
la  quantité  réelle  mm— imh  .Cos.V~¥  b b"=.o.  Orpuif- 
que  mm—  2 mb.  Cos.  V — +• h b~=.{b — wCos.  V—tn  Sin.  V. 

ÿ — i ).  {b — mCos.V-+mS'm.Vy  — i),  on  aura  le 
quarré  {mm — zmh.  Cos.  V-+b b)1  = {b — m Cos.V— 

mSin.  V,lf — i )*  .{b — m Cos.  F-t-mSin.  V.  V'  ■ — i )*  , & 
generalement  la  puiffance  ( mm — 2 mbCos.  V— i-hb'/  — 

( b — wCos.  V — m Sin.  V.  — 1 )*  .{b — m Cos.  F-+mX 

Sin.  V.  S — 1)*.  Il  ne  s’agit  donc  plus,  que  de  trouver 
les  valeurs  de  y , dans  le  cas  ou  l’equation  (K)  a pour 
divifeur  une  puifiance  de  la  forme  ( b — m Cos.  F — wX 
Sin.  V.  — 1 )*  X {b  — m Cos.  V— t-mSin.  V.  ^ ■ — 1 )*. 
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CCCCXCVI. 

Nous  avons  vû  cy-deflus  que , fi  l’equation  algé- 
brique (K)  a pour  divifeurs  ou  pour  faveurs  les  équa- 
tions fuivantcs  b — /=o,  (£ — /)*  = o,  ( b — f)l=.o, 
( b — /)  =*,  les  valeurs  de  / qui  repondent  a chacu- 
ne de  ces  équations,  feront  refpeftivement  y — e^a, 
/=ze^X( *“**0#)  , / = , 
/ = <^*(a— *-/?#—<- y **-+-/  -H ÔV. ix*  — ‘ ) , 
“ , 7 j &c‘  & * étant  des  confiantes  arbitraires. 

Donc,  fi  on  fait  fucceflivement  f~mCos.V-+mX 

Sin.  V . v' — i , & f—m  Cos.  V — wSin.  V.  ^ — i , le 
divifeur  fimple  b — m Cos.  V — m Sin.  V.  ^ — i z=o  de 
l’equation  (K)  donnera  /=:«  r””Co*-*' h- ««Sin. 

& le  divifeur  fimple  Æ — wCos.  V-¥m  Sin.  J/.l/ — i — g 
donnera  / — a e , a & a étant 

deux  confiantes  arbitraires;  par  confequent  le  produit 
de  ces  deux  divifeurs  (b  — m Cos.  V — m Sin.  V.  i ) . X 

(b  — twCos.  V-+mS in.  V.  S — i ) = mm — zmbCos.V 
— +-  b h donnera  y~aemx Cos-  v~+  m * Sin- v-  </Zrr_+. 
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/ m x Cos.  V — m x Sin.  V.t^—  i 
û e 


. -m  * Cos.  V/  m x Sin.  V.  i 
■ C 


•a  e 


-mx  Sin.  V.  > 


1 ) • Mais  nous  avons  trouvé  cy- 
defïus  que  le  divifeur  mm — 2mbCos.V-+b b~o 

donne / = aV”*Cos‘ ’^.Sin.  -^'(wxSin.  V B),  a 8c  B 
étant  deux  confiantes  arbitraires.  On  aura  donc  l’e®a- 
me  e (ae  -+a  e 

Sin. /(m*  Sin.  V B ) ; d’où,  en  divifànt 


m x Cos.  V / _ _m*Sin.  V . Ÿ — i , j ^ — «nrSin.  V.  V' — i ^ 


h mx  Cos.  V 
a e 


par 


m x Cos.  V 


on  tire  je 


mx 


Sin.  V . l/—  i 


/ ■ — mrSin.  V.lf — i 


— a Sin.^  (twxSin.  V —h  B),  & en  multipliant  de  part 
& d’autre  par  **,  on  trouve  « x*  em  x Sin‘ 

**  e — a*  Sin.  A ( m x Sin.  V— i-  B ) . 


CCCCXCVII. 

Suppofé  prefentement  que  le  quarré  (mm  — 2 mbX 
Cos.  V-Jrbby^  ou  le  produit  des  deux  quarrés  imagi- 
naires (b  — m Cos.  ^ — »> Sin.  V.  Ÿ — \ )’  x ( b mX 

Cos.  V~+m  Sin.  V . — 1 )*  foit  un  divifeur  de  l’equa- 
tion  algébrique  ( K ) , & qu’on  veuille  trouver  la  va- 
leur de  qui  répond  a ce  divifeur,  on  fera/=wX 
Cos.  V-i-m  Si  n.  V.  S — 1 , & enfuite/=w  Cos.  f-wX 
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Sin. V. — i , & le  fafleur  {b — m Cos,  V — m Sin. V. X 

■ -T)1  donnera  (Art.  precedent)  y=.e^x  (a— \-px) 
=e”*Co,.r-+n,xSin.y.ï—(a^(3}c)'  Le  faaeur 

m Cos.  V— HnjSin.  V,  Ÿ — i)*  donnera  y — 
r««Cos.^-w,Sin.r.^=T^_H^x)>  La  fomme  de  ces 

deux  valeurs  de  y donnera  la  valeur  de  y , qui  répond 

au  quarré  propofé  (mm—2mbCos.V-+bbyy  cette 

valeur  fera  donc  y r=emx' Co$< ^ m x: Sîn* v’  ^ (*-+■  **) 
. m x Cos.  y — mx  Sin.  V.  Ÿ — i/  > . /■/  \ mx  Cos.  K v. 


(a'— *-£'x)  = e’ 


mxSin.  J'1.  A' — i . <—  mx  Sin.  l/.r  — 1 

e — +-a  e 


)-+emxCos-K  x 


m x Sin.  — i . ./  — MxSin.P.  if — i\  / » • • 

(pxc  -+fj  xt  ;.  Or  (Article 

i % m x Sin.  K.  ^ — "»  , / — mxSin.  V.Ÿ  — 1 _ 

preced.  j a e — t-  a ? — 


a"Sin.  ^f'(»»*Sin.  V— H B*),  & j3*e 


m x Sin.  V.  r—i 


— mx  Sin.  V.  V — 


1 = Sin.  uf(mx  Sin.  V -+■  B")  ; 


a",  B',  B"  étant  quatre  confiantes  arbitraires.  Donc 

la  valeur  de  y qui  répond  au  divifeur  (mm  — 2 mb Cos.  V 
■“+■  b by  de  l'equation  (K)  fera y=emxCos‘y  fa 'Sin.A'X 
(m xSin.  F-+-B  )— Sin.  A\m xSin.  J'’— +-B')  } • 
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On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  valeu<  de 
/,  qui  répond  au  divifeur  ( mm  — imhCos.  V— \-bb)k  , 

ou  (h — wCos.  V — iwSin.  V.Ÿ — i")  X (b — mCos.V—^r 
mS'in.V.S — i)*.  Car  en  fubftituant  wi  Cos.  T— h »»  X 

ï fx 

Sin  .V.v  — i au  lieu  de/  dans  l’équation  y—e  (a— »- 

Qx-^yx1  — H s-  x*  1 ) , on  trouve  que 

le  faéleur  (b — iwCos.  V — mSia.V.l^ — i)  donne/ = 
m * Cos.  V -*m  x Sin.  V . ^ ^ y jv  „ï 

— *)j  & en  fubftituant  m Cos.  P' — ira  Sin.  P.  i 

au  lieu  de/  dans  l’equation  y=z/x  (a— i-fe'x— *-  y’*1  — t- 
Jv'x?— t-£?V. x*  — 1 ),  on  trouve  que  l’autre  faéleur 
(b — iraCos. V— +•  ira  Sin.  V — i)  donne  y~ 

niCouls-m*  Sia.  * . y &C. . . 

— *);  la  fomme  de  ces  deux  valeurs  de  y fera 
la  valeur  de  /,  qui  répond  au  divifeur  propofé  (mm — 

2 iw Cos.  V.  b-t-bb)*]  par  confequent  cette  valeur  fera 
/=e"*Cos.K  Xe’**Sin.r.ï=Ttça_htJii^xt_h 

(De. . . . . x* ~ 1 ) -+  em *' Coï>  v X " * Si0,  v'  ^~~l( «'■ -+- 

É'x-+- 
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0x  -+-  y'x 

1 

te 


■<Fx 


* Sin.  y.  — t 


—h*e 

— mx  Sin.  V.  ^ — i 


-h&XC 

y x1e~m*  Sin' v'  * — 1 . 
f— ■ w * Sin.  y.  y — I 


ÔV. — »-  sa; 

/ — mx  Sin.  y.  y — i 


i — t ^ __  m x Cos.  y yç 


•fixe 


mxSin.y.v—i 


m x Sin.  y.  y — i 


_+yximxS\a.y.  y— 

'jJmxSin  .y.im 


■&C. -+•»*  X 


k — r — mx  Sin.  y.  y — i 


e ' 1 ) . Or 

• mxSin.y.  ^ — i 


e — 4-  » # ' 

= a"  Sin.  A'  ( »;  x X 
Sin.  J'-H  5'  ) ; /S  x e”  * s!n' K i/~^-4-  fixe  mx  Sin* * */-7 
= /Sx  Sin.  ^ ( sw  x Sin.  r-4-  B'  ) ; 7 *2  x s!n- #/!r‘  -h 
v..-..SüuK.Ær=>v  sin,  A'(m  xSin.  V-*-B")  ; 

&c. , & generalement  v x*  ~ 1 em  * Sia‘ V'  *''=T-4-  y xk  “ 1 X 
-mx  Sin.  r.  y - i sin.  ^ w * sin,  V-+C);  a" , 

(8%  ÔV.,  B\  B’\  &e.t  8c  C'  étant  des  con- 
fiantes arbitraires . Donc  la  valeur  de  y , qui  répond 
au  divifeur  de  l’equation  ( K ) (mm — imbCos.V->r 
bh'f  fera  y — emxCos- v a" Sin.  A' (mx Sin.  V—¥ B ) — 4- 
Çi“x Sin.  A' (mx Sin.  V -+-2T)— 4-v"x2Sin.  A (swxSin.  V-+- 

B")  -4-  ^'x* Sin.  A‘ (mx Sin.  V— 4-  BIV ) — &c. — 4- 

»V-1  Sin.  A'(mx Sin.  V-\ -C')}. 

Z 2 
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CCCCXCIX. 

Il  fuit  de  ce  que  nous  avons  dit  jufqu’icy  que,  fi 
on  refout  toute  l’equation  algébrique  (K)  en  fafleurs  réels, 
tels  que  h — f~  o , h h — 2 m b Cos.  V-¥  m rrr=.  0 , ou 
leurs  puiflànces  {b -.//=•,  (bb-2mbCos.V-+ 

mm)  ~°‘>  la  valeur  d e/,  qu’on  tirera  de  chaque  fa- 
fleur  fimple  b — f=o  contiendra  une  confiante  arbi- 
traire; celle  quon  tirera  de  chaque  fafleur  de  deux  di- 
menfions,  b b — 2 mb  Cos.  V -+  m m , contiendra  deux 

confiantes  arbitraires;  celle  qu’on  tirera  de  chaque  puif- 

fance  ( b b — 2 m bCos.  V-+m  m)k —0  contiendra  le 
nombre  ik  de  confiantes  arbitraires,  de  forte  que  cha- 
que fafleur  donnera  une  valeur  de  y,  qui  renfermera 
autant  de  confiantes  arbitraires  que  ce  fafleur  aura  de 
dimenfions;  par  confequent  la  fomme  de  toutes  ces  va- 
leurs particulières  de  y renfermera  autant  de  confiantes 
arbitraires,  qu’il  y aura  de  dimenfions  dans  le  produit  de 
tous  ces  fafleurs,  c’eft  a dire,  dans  l’equation  ( K ),  ou 
qu  il  y aura  d’unités  dans  fon  expofant;  & cette  fom- 
me donnera  l’intégrale  complette , réelle,  & finie  de 
l’equation  différentielle  propofée  (H). 
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D. 

\ 

Il  fuit  de  plus  que  cette  intégrale  ne  dépendra 
que  des  quadratures  de  l’hyperbole  8c  du  cercle,  8c  que 
dans  tous  les  cas  particuliers  on  pourra  la  trouver  par 
les  tables  des  logarithmes,  8c  par  celles  des  Sinus.  El- 
le dépendra  des  logarithmes  feulement  dans  le  cas  où 
l’equation  algébrique  (K)  ne  contiendra  que  des  racines 
réelles,  ou  quelle  pourra  le  reloudre  toute  entière  en 

fa&eurs  réels,  tels  que  b — /,  ou  ( b — -f)  ; elle  dépen- 
dra des  finus  d’arcs  de  cercle  feulement , dans  le  cas  où 
l’equation  ( K ) ne  contiendra  que  des  racines  imaginai- 
res, ou  quelle  pourra  fe  refoudre  toute  entière  en  fa- 
veurs réels,  tels  que,  b b — zmbCos.  V— t-mmy  o\i(bb 

— zmbCos.V—¥mm)  ; enfin  elle  dépendra  des  loga- 
rithmes, 8c  des  finus  d’arcs  de  cercle,  ou  de  la  quadra- 
ture de  l’hyperbole,  & de  celle  du  cercle,  dans  le  cas 
où  l’equation  ( K ) aura  des  racines  réelles,  & des  raci- 
nes imaginaires,  ou  qu’elle  pourra  fe  refoudre  partie  en 

faéleurs  réels,  tels  que  b — •/’,  8c  {b — f)  , partie  en 
fafteurs  réels,  tels  que  bb  — imbCos.V— *-mmy  8c  ( bb 

— imbQos.V -+■ mm)  . Nous  allons  appliquer  toute 
cette  théorie  aux  Problèmes  fuivants. 
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Problème  I.  Trouver  l’intégrale  complette  en 
les  finis  8c  réels  de  l’equation  différentielle  (H), 

. Bdy  C d d y Dd^y 

0-Ay~>r- 1 - 

■'  ax 


termes 


-(?r 


JVrf”  y 


laquelle  la  différence  dx  efl  confiante,  & les  coefficiens 
•A,  B , C,  D,  (7c N font  aufii  des  quantités  confian- 

tes ou  zéro . 

Solution  . I.  ° On  écrira  dans  Fequarion  différen- 
tielle propofée  i au  lieu  de  /,  b au  lieu  de-~,Æ£  au 


lieu  de  — 8c  generalement  b*  au  lieu  de  • 8c 

**  dx'  1 

on  en  formera  l’equation  algébrique  (K),  ou  o=.A—h 
Bb-+C  b~ -*-D  b* 1  -+(7c.....—\-N b” , du  degré  n. 

1.  ° On  decompofera  toute  cette  équation  en  fa- 
veurs réels,  tels  que  b — f—o , ( b — /)*  = o,  bh-— 

■zmbCos.V-¥mmz=zo,  {b  b — imbCos.  V-vmm')  =o. 

3-°  On  cherchera  les  valeurs  particulières  de  y, 
qui  repondent  a chacun  de  c es  fafleurs,  8c  chaque  fa- 
fleur  fimple,  comme  b — f—o,  qui  n’a  point  d’autre 

fafleur  égal,  donnera  y=/*a;  chaque  fafleur  compofé 
de  plufieurs  fafleurs  fimples  & égaux  entr’eux,  comme 
(b — f)k  — o , donnera/ :=«/*(  a-*- ,3#-»- y#1 
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ÛY.....-*-***"-1  );  chaque  fa&cur  de  deux  dimenfions, 
comme  bb — imb Cos.  F— +-  w w — o , qui  n’a  point  d'au- 
tre égal  donnera  y=emxCos'I/  aSin.^'(m*Sin.  F— i- 

#)};  chaque  faéteur  compofé  de  plufieurs  de  ces  fa- 
veurs de  deux  dimenfions  égaux  entr’eux , comme  {b h 

— zmbCos.  F— k-mmŸ  ~oy  donnera  / — e m x Cos ’v  X 
-Ça  Sin..//' (m#  Sin.  F— t-B')  -+■  (Z  xSin./Z^njxSin.  F— 4-C) 

-+•  7 * 2 Sin.  A'  (wxSin.  F— +-D)  — i-  S'x  Sin  .A’  {m*  Sin.  V 

—+•£')— +>0*0. — *-  x*  — 1 Sin.//'(wxSin. F-+N)~}  les 

lettres  a,  0, 7 , ^ , &c. , B',  C',  £>',  E , Ô*r.,  N'  fignifiant 
des  confiantes  arbitraires;  Sin.  F fignifiant  le  finus  d’un 
arc,  ou  d’un  angle  F,  dont  le  rayon  eft  l’unité,  & 
Sin. vif  (wxSin. F— \-M‘)  fignifiant  le  finus  d’un  arc,  ou 
d’un  angle  =mx  Sin.  V—k-M'  pris  dans  le  même  cercle 
dont  le  rayon  eft  i . 

4.  ° On  fera  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs  par- 
ticulières de  y,  8c  on  l’egalera  a /.  Cette  équation  fera 
l’intégrale  complette,  réelle,  8c  finie  de  l’equation  dif- 
férentielle propofée  ( H ).  C.  £).  F.  T. 

DII. 

Exemple  I.  Trouver  l’intégrale  complette  de  l’e- 
quation  différentielle  du  fécond  ordre  o—ay  — h-  ci*l . 
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Eu  écrivant  dans  cette  équation  i pour  /,  b 

j A A v 

pour  -jj,  &.  b b pour  -jt>  on  f°rme  lequation  algé- 
brique o — a—^b  b-+c  b b , ou,  en  divifant  par  r, 
h b-^--—--¥  — — o . Cette  équation  eft  compofée  de 

deux  fafleurs  fimples  , b-Jr  — ->r  c-  = o , 8c 

b — +-  — 1 qui  feront  réels  & inégaux 

fi  bbT \ac\  ils  feront  réels  8c.  égaux,  fi  b b — \ac  , 
& ils  feront  imaginaires,  fi  b b ^..\ac . 

Dans  le  premier  Cas  on  comparera  l'un  après  l’au- 
tre ces  deux  fafleurs  avec  la  formule  b — /*=o,  qui 

fx 

donne  y — a e . Par  la  comparaifon  du  premier  fa- 
fleur  on  trouve  •Lrz. ! ^ ~~  4 * f ; par  confequent 

— ir  — U — 4 •* 

y — xe  *'  . Par  la  comparaifon  du  fécond 

fâfleur  on  trouve  / ==  f:‘c  y & y ~ 

— b * -*■  x A A — 4 * r 

/3r  *'  .La  fommè  de  ces  deux  valeurs  par- 

ticulières de  y donnera  l’intégrale  cherchée 

-"tf  — ^ 

/ = «*  " — f- JS  <r 
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Dans  le  fécond  Cas,  ou  bb  — \ac , & b — xVrâc, 
l'equation  différentielle  propofée  fera  o — ay  — ^ a c 

— t-  ~~AJ'  ■>  & l’equation  algébrique  b h-+-2  h »'/3î  _+.  — 

— =0.  On  la  comparera  avec  la  for- 

mule  ( b — f)  = 0,  qui  donne  y — e 1 (a— »-/3x),  & 
on  aura  f — — & pour  l’intégrale  cherchée  y — 
—*v T 

Dans  le  troifieme  Cas  des  faéleurs  imaginaires,  on 
comparera  l’equation  hb-^-~— hj-  — o avec  la  for- 
mule b h — xmb  Cos.  V — h w w = 0 , qui  donne  / = 
m xCa.  v £ a ^jn m%  sin B')  y , & on  aura 

mm  — — ; — 2 m Cos.  V—  — ; doit  l’on  tire  w = 

Cos.  V=  — 4^~ & Sin.  v—ÏA*^±t> 


a caufe  que  dans  le  cercle , dont  le  rayon  eft  1 , 

Sin.  1 — Cos.  P*.  L’intégrale  cherchée  fera  donc 

» » 

y — e **  {aSin.^'(-/4J/c~^  -4-ff)}. 
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diii. 


Exemple  II.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  du  troifieme  ordre,  o=y — 

1 a* *  d d y 2 a 3 cP  j i 

dxx  ^ dx>  * 

On  trouve  par  les  fubftitutions  prcfcrittes  cette 
équation  algébrique  0 = 1 — %a2bz-\-z^b\  ou,  en 

divifant  par  zf  , b1  — — Cette  équation  ■ 

fe  refout  en  deux  fafleurs,  b -+-  — ar=zo , 8c  Çb — — ^ 

=o.  Le  premier  faéteur  fimple  étant  comparé  avec  la 

jr 

formule  h — f—o  donne /= — — a^Scy^a/  — af 

L’autre  faveur  étant  comparé  avec  la  formule  (b — /)* 

* 

— 0 donne  f—~a  » & y=ef*  (£  — H y*)  = c (0— Hyx). 

* a 

Donc  l’intégrale  complette  fera/ = jc  '‘-*rc  (£-+-y#). 

l’equation  différentielle 
L’equa- 

• '*  ; 
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Exemple  III.  Intégrer 

J d' y 


a*»  * 
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L’equation  algébrique,  qu’on  trouve  par  les  fubfti* 

tutions  préférâtes,  eft  0 = 1 b\  ou  ^-  = 0, 

qui  fe  refout  en  ces  deux  faveurs,  b — ^=0,  & h b 

— =0.  Le  premier  faéteur  fimple , étant  comparé 

avec  la  formule  b — ; f—o , donne  /=  — , j 

l’autre  faéleur,  ne  pouvant  fe  refoudre  en  faéleurs  fim* 
pies  & réels,  doit  être  comparé  avec  la  formule  bb— < 
imb Cos.  V—>r mm—o  . Cette  comparaifon  donne 
— , & Cos.  V=, d’où  l’on  tire  Sin.  V=z^-  a 

caufe  de  Sin .V—f/ 1 — Cos. K . On  aura  donc/  = 

9 

m « Cos.  sin>  ji(nX$\n.V-+By} =r  *” { <3 Sin.  A'X 

^ • 
(V-«)>  ■ L’intégrale  complette  fera/  = 3e'— t- 

jr 

0 e * * Sin.  A'  -*-B  ^ . 

DV. 

Exemple  IV.  Intégrer  l’equation  différentielle 

s 

4 ^4 

du  quatrième  ordre  . 

Aaa 
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On  en  formera  par  fubftitution  l’equation  algébri- 
que o ==  i — a*  b*  , ou  o — b 4 = ^ X 

Les  deux  faveurs  fimples  & 

« 

réels  b ~ = o.  & b-+  — ~o  donnent  y-=zae‘  -+■ 

a ' & / 

K 

fie  .Le  troifieme  faéteur  b b— h — = o,  étant  com- 
paré  avec  la  formule  h b — 2 mbCo%.  V-+mm=.o  , 
donne  m = — , & Cos.  V=zo\  d’où  l’on  tire  Sin.  V—  1 , 

a caufe  de  Sin.  F=  /;  — Cos.  V . Or  la  formule 
b b — 1 m b Co$.  V-+ m m-=zo  donne  ^ — em * Cos' y . X 
y Sin.  A' (m k Sin.  F-+-  B')  = 7 Sin.  L -+-  fi ^ dans 

le  cas  prefent  a caufe  de  l’expofant  /wxCos.  F=o,  qui 
rend  e = 1 • Donc  l’intégrale  complette  de  l’e- 

M 

quation  différentielle  propofée  fera  ; = it‘  -\-fie 
— *•  y Sin.  -+fl' j. 
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DVI. 

Exemple  V.  Intégrer  l’equation  différentielle 
_ . «Vf 

L’equation  algébrique  qui  en  refulte  par  les  fubfli- 

tutions  eft  o=i-+æ4^4;  d’où  l’on  tire  o = é4-+  — 

«* 

= Çh  h—\ {b  b — h ' ~~ ~ -+* ~)  • E°  com- 

parant  chacun  de  ces  faéleurs  avec  la  formule  b b — 
2 m Cos.  V—*-mm~oy  on  trouve  pour  tous  les  deux 
m = ~,  pour  le  premier  mCos.  V= -j—-,  & pour 


le  fécond  m Cos.  V = ; par  confequent  pour  tous 

les  deux  m Sin.  V = - . Il  refulte  de  là  que  l’inté- 

grale complette  de  l’equation  différentielle  propofée  fera 


;=af  '*'  * Sin . A' B'^ -+ (3  e“^ 1 Sin.  A'  X 

(777-c> 


D V 1 1. 

Exemple  VI.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  d’un  ordre  quelconque  0 = • 
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L’equation  algébrique  qui  en  refulte  eft  o — b . 
Or  toutes  les  racines  de  cette  équation  étant  égalés 
entr’eiles,  on  doit  la  comparer  avec  la  formule  ( b — 
f)  =oy  8c  on  aura  6=w,  & f~o ; par  confequenc 
f* 

e =.e°  — iy  8c  l’intégrale  complette  fera / = a -+•/?* 

— — t-  v x*  ~~ 1 . 

On  trouve  la  même  intégrale  complette , mais 
d’une  maniéré  beaucoup  plus  longue,  par  la  méthode 
ordinaire . Car  par  la  première  intégration  on  trouve 

dn~“1y 

a = ■ ; multipliant  cette  équation  par  dx  , on 

d X 

aura  adx  — • , 8c  en  intégrant  une  fécondé  fois 

d*~*y 

on  trouve  ax  -+-/?=:  -■  • multipliant  encore  par 

^1  — > 

dx,  oa  aura  axdx-\-&dx~  — ; & en  intégrant 

pour  la  troifieme  fois,  on  trouve  -i- axu-4-flx-*-^  — 

j-~  J & continuant  ainfi  d’intégrer  le  nombre  de  fois 
w,  8c  changeant  les  expreflions  des  conilantes  arbitraires , 

on  trouvera  la  même  intégrale  complette  que  nous 
avons  déterminée  cy-deffus. 
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D V 1 1 1. 

Remarque  I.  Si  on  prend  un  nombre  quelcon- 
que de  faveurs  réels  d’une  ou  de  deux  dimenfions , ou 
leurs  puiffances , comme  bb-+a  b-+c  ^ (b-\-a)  , 
(bb-+ab— t-r)*  , 8c  qu’on  égalé  leur  produit  a zéro, 
on  aura  une  équation  algébrique  de  la  forme  (R), 
dont  on  connoitra  tous  les  faéteurs  réels  ; fubftituant 
enfuite  dans  les  termes  de  cette  équation  y pour  b 0 , 
^-pour  f pour  b1 , & généralement—,  pour  jè”, 

on  en  formera  une  équation  différentielle  de  la  forme 
(H),  & de  l’ordre  qu’on  voudra,  dont  on  trouvera 
facilement  l’intégrale  par  le  Problème  precedent,  & on 
pourroit  de  cette  maniéré  conftruire  une  Table  genera- 
le des  différentielles  de  tous  les  ordres  de  la  forme 
(H)  & de  leurs  intégrales  refpeélives,  en  prenant  des 
faéleurs  convenables.  Suppofé,  par  exemple,  qu’on  pren- 
ne les  trois  faéleurs  réels,  b-¥  i,  bb-*-b-¥\,  8c  (b  b 

— b-+ 1)*,  8c  qu’on  égalé  leur  produit  a zéro,  on 

aura  l’equation  algébrique  du  feptieme  degré,  o=i-t- 
? 4 5 7 

b b—\r  b -+•  b -4- b —t -b  , dont  on  formera  par  les  fub- 
ftitutions  préferittes  l’equation  différentielle  du  feptieme  or- 
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dre,  o—y- 


ddy  d1  y dly  d'y  tT  t 

- — i 7-  -h — 1 7.  On  trou- 

d x1  dx3  d x*  d x3  d xJ 


vera  l’intégrale  complette  de  cette  équation,  en  cher- 
chant les  valeurs  particulières  de  /,  qui  repondent  a 
chacun  des  trois  faéteurs  qu’on  a choifi , 8c  en  égalant 
la  fomme  de  ces  valeurs  particulières  a la  variable  /. 
Le  premier  fa&eur  b-+i  donnera  y=ae~x]  le  fécond 

x 

faéleur  b h -+•  b — »- 1 donnera/ = e 1 Sin  .A'  ( — *-  B'}  ; 


le  troifieme  fa&eur  ( bb  — b-k-i'f  donnera / = yex  X 


x 

Sin.^ *'C’)  — nJ'x<?,Sin. ; par 
confequent  l’intégrale  complette  fera  y — s ~x — 4- 

$e  rsin.^"(i^i--+JB')  -+  >erSin.^'(-^i._+.  C ) 

— xe*  Sin. . On  peut  aufTi  pren- 
dre Æ,  ou  fa.  puiflance  quelconque  b pour  un  des  fa- 
veurs réels , dont  le  produit  forme  l’cquation  algé- 
brique (-K),  & en  comparant  le  fafleur  b avec  la 
formule  b — /,  on  aura  f~o , & la  valeur  de 

y,  qui  répond  au  faéleur  A,  fera  /=a/*=:3,  a caufe 
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de  l’expofant  f*=.o.  De  même  en  comparant  le  fa- 
it k 

fleur  b avec  la  formule  ( b — f)  , on  aura  /==o,  & 
y-=.  a _+./?*-+  yxx— • 

DIX. 

Remarque  II.  Nous  avons  donné  dans  l’Art.  III. 
de  la  première  Partie  des  méthodes  generales,  & des 
Tables  pour  refoudre  en  fafleurs  réels  d’une  ou  de  deux 
dimenfions  le  binôme  b z±, c” , 8c  le  trinôme  b1”-*- 
a”b’,^c*n,  lorfque  n eft  un  nombre  entier  pofitif 
quelconque.  Donc,  fi  on  fuppofe  bn z±c”  = 0,  & bln 
z±acn b" r±fI”=o,  & que  dans  ces  deux  équations 
algébriques  on  fubflitue  y pour  b°  , — \ pour  b”  , 8c 

pour  b1" , on  aura  les  deux  équations  différentiel- 
les de  la  forme  (H)  , j-Z±tcny==o,  & Z± 

•-c  ny~z±c%* y — o , dont  on  pourra  toujours  trouver 
les  intégrales  complettes  par  le  Problème  precedent.  Il 
elt  bon  d’obferver  icy  que  , fi  les  deux  équations  algé- 
briques etoient  h~  " z±  c~ ' * — 0 , & h~~  * " ^4;  a c~~  * X 
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y~~  ’ -4-  r 1 " = >,  oa  les  reJairoit  facilement  a la  for- 
me des  deux  premières  b”  -j-c"  — o,  & b ^±acn  b 
c1*  =zo,  dans  lefquelles  n eft  un  nombre  entier  pofitif. 
Car,  en  multipliant  toute  l’equation  b ” = o 

par  c”  b " , on  la  change  en  c"  b"  = o , d’où  l’on  tire 
facilement  £ z±c*  =-°\  8c  de  même,  en  multipliant 
l’autre  équation  par  c2  " b1  * , on  la  changera  en  c1  ” jri: 
ac" b” =e,  d’où  l’on  tire  aifément  bin  a cn b" 
-±e*"=o.  Il  ne  s’agit  donc  plus,  que  d’intégrer  les 

deux  équations  y — & y~TT  — 

c1  — o,  dans  lefquelles  n eft  un  nombre  entier  pofi- 
tif, & dx  confiante;  c’efl  ce  que  nous  allons  faire  en 
detail  dans  les  Problèmes  fuivants. 

DX. 

Problème  II.  Trouver  l’intégrale  complette  de 

(T 

l’equation  différentielle  o — c* y — . 

Solution.  On  la  réduit  d’abord  a l’equation 

algébrique  o = c”  — h , ou  b — c”  = o , qui  eft  tou- 
jours diviftble  par  b — c ~ o , quelque  foit  le  nombre 

n pair 
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« pair  ou  impair,  &,  fi  ce  nombre  eft  pair,  elle  a 

de  plus  b-*-c  = o pour  faéleur  fimple.  Il  fuit  de  l'a, 
qu’on  aura  toujours  la  valeur  particulière / = /*,  quel- 
que foit  le  nombre  »,  & fi.  ce  nombre  eft  pair,  on 

aura  de  plus  l’autre  valeur  particulière  / = f * . 
Tous  les  autres  faéleurs  fimples  de  l’equation 

b” — c” —0  font  imaginaires  , & ils  font  tous 

contenus  dans  les  fafteurs  réels  de  deux  dimenfions, 
qu'on  trouve  par  la  formule  generale  b h — zcb.X 

Cos,-^--+- cr—o(  Art.  clxiii.),  dans  laquelle  -n  defigne 
la  demie  circonférence  d’un  cercle , dont  le  rayon  eft 
x.,  8c  2 u un  nombre  pair  quelconque  pas  plus  grand 
que  »,  par  confequent  ifcv  un  arc  du  même  cercle 
au  rayon  1 . 

Comparant  cette  formule  generale  b b — icb.Cos.^-— 
— t-rc=:o  avec  le  faéleur  trinôme  bb — zmb. Cos.  V 
— — o , on  trouve  w=c,  Cos.  V—  Cos.  , 

Sin.  P==Sin.— de  forte  que  le  fa£teur 

Bbb 
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b h — icb.  Cos.  -i-cc=zbb — zm  b Cos.  V -¥mm  — o 

donnera  y = * e” * Cos' v Sin.  A'  (mxSin.  V-+-B’)  — 

cxCos.ULL 

ae  * Sin.  ^'(rxSin.-^  — Or,  comme  on 

trouve  ( Art.  clxiii.)  tous  les  faveurs  réels  de  deux 

dimenfions  du  binôme  b” — r”,  en  fubftituant  fucceiïi- 
vement  au  lieu  de  î/i  tous  les  nombres  pairs  plus 
petits  que  n dans  la  formule  generale  b b — z cbX 

Cos.  -cc=o-  fi  on  fait  fucceflivement  les  mêmes 

cx.Cot.HLZ 

fubftitutions  dans  la  valeur  generale  y = ae  X 

Sin.^'(rxSin.  on  aura  les  valeurs  particu- 

lières de  /,  qui  repondent  a tous  les  faéleurs  réels  de 
deux  dimenfions  du  binôme  b”  — c"  =•  0 . La  valeur 
particulière  de /,  fçavoir /=«/*,  qui  répond  au  fa- 
éteur  fimple  b — c fera  auffi  contenue  dans  la  valeur 
fx.Cos.ULL 

generale  y — ae  " Sin. .^'(rx Sin.  —t-B'). 

Car,  en  faifant  2 /x=o,  on  aura  Cos.^p= Cos. 0=  1; 
Sin.^-L=o,  5c  la  valeur  generale  de  / deviendra/== 
*/*Sin.v/'(B),  qu’on  peut  exprimer  par  «'/*,  en 
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faifant  le  produit  des  deux  confiantes  arbitraires  a 8c 
Sin.fi'— a',  ou  en  l'exprimant  par  une  feule  confiante 
arbitraire  a.  Démené,  fi  n efl  un  nombre  pair , la  valeur 

particulière  de/,  fçavoir  y—*é~ ex,  qui  répond  au  fa- 
cleur  fimple  b-\-c  fera  encore  contenue  dans  la  valeur 

r*  1 u » 

c x . Cos.  - ■, 

generale y=.xe  * Sin. ^'(cxSin.— ^ -4-fi')  . 

Car  eu  faifant  21-1=»,  on  aura  Cos. Cos . ■»•  = 

7 n 

— 1,  & Sin.  =Sin.  •»  = 0, 8c  la  valeur  generale/  = 

r * lux 

c x.  Cos.  * 

ae  * Sin.  /7'(f*Sin.  — \-B'  ) deviendra  /= 

a e cx  Sin.yf'(B  ) , qu’on  peut  exprimer  par/  = a ~cx  , 
en  mettant  la  confiante  arbitraire  a au  lieu  du  produit 
aSin.  A\B  ). 

On  trouvera  donc  toutes  les  valeurs  particulières 

ex  Cos.  ■■ 

de  /,  fi  dans  la  valeur  generale  / = a<r  "X 

Sia.  A ’(  c x Sin.  -+-  B ) on  fubflitue  fucceffivement 

au  lieu  de  2 ,u  tous  les  nombres  de  la  fuite  o , 2 , 4 , 
6,  8,  ÔY.  jufqu’a  n inclufivement , lorfque  n efl  un 
nombre  pair,  & jufqu’a  n exclufivement , lorfque  n efl 
impair.  Donc  en  faifant  la  fomme  de  toutes  les  va* 
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leurs  particulières  de  /,  on  aura  pour  l’intégrale  corn-' 

plette  de  l’equation  différentielle  propofée  /=«{'*- (■ 

cxC  os.—  f*Cos.-i^ 

/3e  * Sin.^'(r*Sin.if-4-B)-t-7e  ' X 

rxCos.  ü-1 

Sin. A' ( c x Sin. ~ — t-C')  — " Sin.^'(ci»X 
Sin.  — *-  D ) — t-  (7c. , en  continuant  les  termes  de 

cette  fuite , jufqu’a  ce  qu  elle  renferme  le  nombre  rt, 
de  confiantes  arbitraires,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
jufqu’a  ce  que  le  coefficient  de  ir,  ou  —■  devienne 
plus  grand  que  l’unité.  Si  n efl  un  nombre  impair , 

fxCoi. 

le  dernier  terme  de  cette  fuite  fera  *e  * X 

Sin. A‘ (ex Sin.  — +-JV').  Car,  fi  n efl  un  nom- 

bre impair,  n — i fera  le  nombre  pair  le  plus  grand 
de  la  fuite  o,  2,  4,  d,  (7c. , jufqu’a  n exclufivement; 
&,  fi  » efl  un  nombre  pair,  le  nombre  n fera  le  plus 
grand  de  la  fuite  o,  2,  4,  d,  (7c .,  jufqu’a  n inclufi- 
vement. 

Donc,  quelque  foit  le  nombre  w,  on  trouvera  fa- 
cilement l’intégrale  complette  de  l’equation  différentiel- 
le propofée.  C.  j§>.  F.  T. 
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Exemple.  I.  On  demande  l’intégrale  complette 

de  l'equation  différentielle  du  quatrième  ordre  0— / — 
a**' 

En  comparant  cette  équation  différentielle  avec 
l’équation  generale  o = r% — — 2~  on  trouve  » = 4, 

dxm 

8c  c—i.  Donc  l’intégrale  complette  fera  /=. a e*  —*• 

fie  % Sin.  — -+£')  — h y e* ' Cos* * Sin.  A ' X 

(xSin.Tr— t-C')  = a<?t-4-/3Sin.  A’  (x-+B')  — wye~~x  ; 
puifque  Cos. — = 0 , Sin.  y—1»  Cos.  -n  = — i,  S: 
Sin.  77  = 0. 

Exemple  II.  On  demande  l’intégrale  de  cette 
équation  différentielle  du  cinquième  ordre  0=^— * 

£l 

* 

En  la  comparant  avec  l’equation  différentielle 

,n 

0 — c'y  — , on  trouve  « — 5 , & c = 1 . Donc 

x Cos.  JLI. 

l’intégrale  complette  fera / = »/- H (3  e s Sin.^f'X 

, «Cos-il 

(xSiu.~-t-B')-^*yr  5 Sin.^'(xSin.^ — hC) 


ou 


y=sae*-+(3c‘Co%  7*  ° Sin.  A\ #Sin.  720-*-B'). 
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•y  tf'Co*-!**6  ,A\*  Sin  .35.°— *-C').  Car  puifque  2 -r 

eft  la  circonférence  du  cercle  de  360.° , —•  fera  de 

72°,  de  144.0.  Or  Cos.  144°==  — Sin.  36°  , 

& Sin.  144°  = Sin.  3 <5°. 

DXI. 

Problème  III.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  0 = c'y  — t- ■— . 

Solution  . Cette  différentielle  fe  réduit  par  les 
fubflitutions  préfcrittes  a l’equation  algébrique  b*  -+-c" 
= 0,  qui,  dans  les  cas  où  n eft  un  nombre  impair  a 
pour  divifeur  fimple  b-i-c  — o , d’où  l’on  tire  / = 
aé~e* . Tous  les  autres  divifeurs  fimples  font  imagi- 
naires , & ils  font  tous  contenus  dans  les  faéleurs  réels 
de  deux  dimenfions , qu’on  trouve  par  la  formule  ge- 
nerale b b — 2 c b Cos.  --  T-  -+■  cc  — o , en  fubftituant 

dans  la  fraélion  1 ^ 1 ■’ T-  tous  les  nombres  impairs  plus 
petits  que  n au  lieu  de  2^-4-i  (Art.  clxi. ).  En 
comparant  cette  formule  generale  avec  le  trinôme  bh  — 
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%mhÇ.os.V-¥mm-=.o,  on  trouve  m = c;  Cos. Vz=z 


Cos. 


2f*H-  I 


V— 


2 l . T 


;8c  Sin. J7—  Sin.- 


1 .* 


deforteque le  fafteurÆÆ — îmb.Cos.  V-+m  nr=zo~b  b 
— 2 c b . Cos.  — “ 1 ' T — 4-  c c donnera  la  valeur  generale 


f — aemxCoi-1' 


ex  Cos. 


a e 


Sin.  A'  ( m te  Sin.  V-\ ■ B')  = 
▼ 

~Sin.^(r*Sin.IEEI 


+ 2T);  & la 


valeur  particulière  ;=3f  qui  répond  au  fafteur 
b—* -c=zo,  lorfque  n eft  un  nombre  impair  fera  aufïi 

c x Cos  * u 1 ^ 

contenue  dans  cette  valeur  generale/= a e ’ X 

Sin.  A ( c x Sin.  * — t-  B ) en  fubflituant  2 ,u  — ♦- 1 

pour  »;  car  alors  on  a Cos.  — — ’ ~ T.  = Cos.  v — — 1 , 

& Sin.  — Sin.  vz=zoy  ce  qui  rend/  = ar—  f*X 

Sin .A'(B'),  ou  / = ar",  en  mettant  u,ne  feule 
confiante  arbitraire  a,  pour  le  produit  a Sin.  A' (B). 

On  trouvera  donc  toutes  les  valeurs  particulières 

c jp Cos  2 T* x 

de  /,  fi  dans  la  valeur  generale  /:=««?  ■ X 

Sin.  A'  (ex Sin.  — : - — t •B')  on  fubflitue  fucceffivement 
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tous  les  nombres  impairs  1,  3,  5,  7,  OV.  qui  ne 
font  pas  plus  grands  que  l’expofant  n (Art.  CLXi. ) 
& la  fomme  de  toutes  ces  valeurs  particulières  de  y 
donnera  l’intégrale  complette  cherchée 


e x Cos.  - . . x . . „ e x Cos.  il 

y=.e  " Sin.  A'  ( c x Sin.  — — P B ) — t-  £ e " X 


5 T 
c*Cos.  — 


, _ ç X V-Ui.  , . . - r f 

Sin.^'(cxSin.-^ — hC)- ¥y  e 9 Sin.  A (cxSin.—. 


— *-D)-+-ÔY.  en  continuant  cette  fuite  jufqu’a  ce  qu’- 
elle contienne  le  nombre  « de  confiantes  arbitraires , 


ce  qui  arrivera , fi  on  fubflitue  fucceffivement  toutes 
les  fraftions  -i-,  i-,  ^ , -■ , ÔV. . qui  ne  furpaffent 
point  l’unité.  Lorfque  « fera  un  nombre  pair,  le  der- 

c x.  Cos.  — f 

nier  terme  de  la  fuite  fera  *e  9 Sin.^'(cx.X 

Sin.  l * —HiV  ) . Mais,  fi  n efl  un  nombre  im- 

n' 


pair,  le  dernier  terme  fera  ve  cx , & le  penultieme 


c x . Cos. 


Sin.  ^/'(rxSin. 


■+  M ’ ) . On  au- 


pe 

ra  donc  dans  tous  les  cas  l’intégrale  complette  de  la 
différentielle  propofée . C.  <j>K  F.  T. 

Exemple.  On  propofe  de  trouver  l’intégrale 
complette  de  cette  équation  différentielle  du  feptieme 

A7 

ordre  o=y-+lJLt 


En 


Digitized  by  Google 


IL  Partie.  Chap.  VII.  585 

En  la  comparant  avec  l’equation  différentielle 

fi 

0 = c'y  —b  , on  trouve  c = r , Sc  n = 7 ; donc , e:i 
fubftituant  ces  valeurs  dans  la  formule  generale,  on 
aura  pour  l’intégrale  complette  de  la  propofée  y^=. 
x . Cos.  — x Cot. 

« e 7 Sin.  A (*Sin.  — -t-B')  — 7 Sin.^f'X 

x Cos.  — 

( x Sin.  ^ — h C 7 Sin.  A'  ^xSin.  -—p— bD ^ 

— J'  r~~  * . 

DXII. 

Problème  IV.  Trouver  l’intégrale  complette  d* 

l’equation  différentielle  -4- . lac  d ■- — clny=zo. 

Solution.  Cette  différentielle  fe  réduit  par  fub- 

ftitutions  a l’equation  algébrique  b*n r±  2 ac” l”  — c*" 

= 0,  qui  eflr  le  produit  des  deux  fa&eurs  réels  b”  — I- 

a c*  — & b”  H;  a c”  — <-  c”  æ — H 1 = 0 . 

Or  puifque  Ÿ aa—bi  ^ a,  il  elt  évident  que  z±ac"  — 

c"  S aa~b  1 eft  une  quantité  négative  , qu’on  peut 

fuppofer  = — p”,  & qu’au  contraire  — t-  a c1  — t-  c"  X 

l/aa-bi  eft  une  quantité  pofitive,  qu’on  peut  fup- 

C c c 
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pofer  — — h q . Donc  les  deux  faveurs  feront  b”—-j? 

= o,  & f"  -\-q—o . On  trouve  par  le  Problème  II. 

que  la  valeur  generale  de  /,  qui  répond  au  faéleur 

fxCos.il. 

i”— ^"  = o,  = ” Sin..<tf  (^>#X 

p x Cos.  -ü 

Sin.-^--+-F)-+-Yf  * Sin.^' (/>*Sin. -il-t-C') 

— &c.j  & par  le  Probl.  III.  la  valeur  generale  de  / 
qui  répond  a l’autre  fafteur  b"  -¥qn  ~o , eft  y — 

q X Cos.  — qx  Cos.  ü. 

ne  " Sin. A (^xSin.  — —+-B  )— e " X 

q X Cos.  -IL 

Sin.  A'Çq  xSla.-^-— t-C”)  — h ye  ” Sin  ,/(j*X 

Sin. -+&c. , en  fubftituant  q au  lieu  de  t 
dans  la  formule  generale  du  dit  Problème,  & en  écri- 
vant a au  lieu  de  a , /»'  au  lieu  de  /?,  B"  au  lieu  de 
B C“  au  lieu  de  C',  ( '7c,  pour  éviter  la  confufion. 

La  fomme  de  ces  deux  valeurs  de  y donnera  ÿ 
pour  l’intégrale  complette  de  la  différentielle  propofée, 
l’equation  fuivante 
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p x Cos.  .LL 

ae?*  — t*/?e  * Sin.  A'  Çpx  Sin.  ~ — hB')-+- 

p x Cos.  LL 

ye  Sin.  A'  ( /ixSin.-— ^ -+-C')  -+• 

pxCos.il 

i'e  “ Sin. A'(^pxSin. -~-¥D ) — b&c. 

y — { g x Cos.  — 

1 -oie  " Sin.  A ' (q  x Sin.  — — t-B")  -+■ 

g * Cos.  LL 

Æ'tf  Sin.  A xSin. — f- 

f x Cos.  LL 

7V  Sin.  A'^qx  Sin.  —■  -+•  £>")-+•  &V. 

C.  jg.  B.  T. 


D X 1 1 1. 

Lemme  I.  Suppofé  que  v foit  la  demie  circonfé- 
rence d’un  cercle,  dont  le  rayon  eft  1,  & r un  arc  de 
cercle,  dont  le  Cofinus  foit  4 <:  1,  on  trouvera  tous 
les  fafleurs  réels  de  deux  dimenfions  du  trinôme  gene- 
ral b1  " —h  2 a c"  b"  (ou  2 cn  b"  Cos.r)— bc2’>—oi  en  fub- 
ftituant  fuccefTivement  dans  la  formule  b b — 2c£Cos.X 
(^7-)  — hcc=o  tous  les  nombres  impairs  1,  3,  5,7 
. ....  2 » — z , au  lieu  de  n . 
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On  démontré  cette  proportion  par  la  méthode  que 

nous  avons  donnée  Art.  clvii.  Car  foit  b b — zcbCos.M 
-+cc  = o.  Le  faéleur  réel  indéterminé  du  trinôme  ge- 
neral propofé,  une  des  deux  racines  de  ce  faéleur  fera 

b=cCos.  M-+c  / Cos.  M2—  i =rcCos.  AI-*-c  Sin.  M X 

V--1,  a.  caufe  de  l’égalité  Cos.M  — t-Sin.M  = t.  On 
aura  donc  (Art.CLVir.)  b”  =z  cn  Cos.  nM— «-c’Siu.wMX 
V — i , & = c*  ” Gos.  2 nM—hc1"  Sin.  2 nM.i'' — 1. 

Si  on  fubftitue  ces  valeurs  de  A1",  & de  f?  dans  le 
trinôme  general  b1”  —*■  1 r"  b”  Cos.  r -+*  c2  ” = 0 , il  de- 
viendra ciaCos.  2 »M-4-c*”Sin.  mM.  ^ — i-+-2c*”X 
Cos.wMCos.t-h-2  rlaSin.»MCos.  r . — 1 -4-cla  = o , 

d’où  l’on  tirera  fuivant  la  méthode  de  l’Art,  clvii.  les 
deux  équations  fuivantes 

I.  ciaCos.  inM-bic*"  Cos.nM.  Cos. r-+-r*',=:d) 

ou,  en  divifant  par  c'*,  Cos.  2 nM— ¥•  2 Cos.  nM.  Cos.  r 
-+■1=0. 

II.  c**Sin. znM.  ^ — 1 -4-2rI”Sin. nM.  Cos.  r.x 

^ — 1 = 0,  ou,  en  divifant  par  c 1 ” 1/ — 1 , Sin.  2 n M 
— 2 Sin.  n M.  Cos.  r =0. 
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Or  on  a toujours  (Art.  lxxiii.  ) Cos.  2 >/M= 

2C0S.  nM  — - x , 8c  Sin.  2 n M — 2 Sin.  n M.  Cos.  n M. 

Donc,  en  fubfti tuant  2 Cos. n M — 1 au  lieu  de  Cos.  inM 
dans  la  première  équation,  8c  2 Sin.» M.  Cos.  «M  au 
lieu  de  Sin.  2 n M dans  la  fécondé , on  aura  par  la 

première  équation,  2 Cos.  nM  — h 2 Cos.»M.  Cos.  r = o, 
8c  y en  divifant  par  2 Cos.  «M,  Cos.  « M— h Cos.  t =0  ; 
& on  trouvera  par  la  fécondé  équation  2 Sin.  nM . X 
Cos.  » M— f-  2 Sin.  n M.  Cos.  t =0,  & , en  divifant  par 
2Sin.»M,  on  aura  encore  Cos.mM-4-Cos.  t =0;  on 
aura  donc  par  ces  deux  équations  Cos.  nM— — Cos.  r. 

Mais , Cos.  t étant  pofitif , on  a — - Cos.  r = 
Cos. (7T — r)  — Cos.  ( 3 TT  — r ) = Cos.(  5 -CT  — r)  =ÔY., 
& généralement  — Cos.  r = Cos.  ( m — t),  ^ étant 
un  nombre  impair  quelconque.  Donc  dans  cette  fuppo- 
fition  on  aura  Cos. n M—  Cos.  (v-tt  — r),  par  confe- 
quent  l’arc  n M=fx  v — r,  & M~  ^T~T.  Subflituant 
cette  valeur  de  M dans  le  faéleur  indéterminé  bh— 
2 cbCos.M-hcc=Oy  il  devient  b b — icb.Cos.  ^ 

— 4-r r— 0,  formule  qui  donnera  tous  les  fà&eurs  réels 
de  deux  dimenfions  du  trinôme  general  propofé,  en 
fubftituant  fucceffivement  au  lieu  de  /u.  tous  les  nombres 
impairs  jufqu’a  m — 1 inclufivement;  car  il  en  eft  inu- 
tile d’en  fubftituer  de  plus  grands,  par  ce  qu’ils  donne- 
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roicnt  les  mêmes  quantités  qu’on  aurait  déjà  trouvées 
par  les  mêmes  fubititutions.  C.  F.  D. 

DXIV. 

Lemme  II.  Dans  la  fuppofition  du  Lemme  prece- 
dent, on  trouve  tous  les  fafleurs  réels  de  deux  dimenfions 
du  trinôme  general  b1  ” — 2 a c”  hn  (ou  — 2 c”  b ” Cos.  r ) — 4. 
c*B=o,  en  fubflituant  fucceflivement  dans  la  formule 

— Hcc=o,  tous  les  nombres 
pairs  2,4,  6 , 8 2 » au  lieu  de  ju. . 

On  démontré  cette  propofition  comme  la  prece- 
dente. Car,  en  fuppofant  que  h b — icbCos.M-+ 
cc—o  foit  le  faéleur  double  indéterminé  du  trinôme 
general  propofé,  on  aura  b=zc  Cos.  M-+c  Sin.  M.  Vr—>  1 , 
& ayant  fubftitué  cette  valeur  d e Æ,  ou  fes  puiffances 
au  lieu  de  b1",  8c  de  b * dans  le  trinôme  general  pro- 
pofé, il  deviendra  c2*Cos.2  »M-+-c1',Sin.  2 »M.  F' — 1 
— 2 c*  BCos.  n M.  Cos.  r — 2 c*  ” Sin.  n M.  Cos.  r . — . j 

— >rcln=zo,  d’où  l’on  tirera,  comme  dans  la  demon- 
ftratioa  precedente,  Cos.«M — Cos.t=o,  8c  Cos.  n M. 
= Cos. r.  Mais,  Cos.  r étant  pofttif,  on  a toujours 
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CoS.T  = Cos.(2  TI t)  = CoS.(2  'r.  — t)  = Cos. ( 4 "w t) 

=Cos. (4-7)' -4* r )=:Cos. ( |U -TT 2+t ),  m étant  un  nom- 
bre pair  quelconque.  On  aura  donc  Cos.» Jkf=Cos.  X 
(jtx  TT  — t),  » — r , & M=  ~~ — - ; par  confe- 

quent  la  formule  des  fadeurs  doubles  deviendra  b b — 
2 c^Cos.^^-—^^— f-cc—o-  tk.  on  trouvera  ces  fadeurs 
réels  en  fubftituant  fucceflivement  dans  cette  formule 
tous  les  nombres  pairs , jufqu’a  2 n indufivement , au 
lieu  de  /*;  car  il  feroit  inutile  d’en  fubftituer  de  plus 
grands . C.  £).  F.  D. 

DXV. 

Problème  V.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  ~ •"  -+  c2n/=o. 

Solution.  On  réduit  cette  différentielle  a l’equa- 
tion  algébrique  b -+2acnb  — t-cin=o,  qui  eft  le  pro- 
duit des  deux  fadeurs  b” -+-acn -+cn  ^ aa—~i  ~o ^ & 
h”  — \-acn — c”  ^ a a — 1,  dans  lefquels  a T i,  ou*=i, 
ou  a 1 , ce  qui  donne  trois  Cas. 
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Cas  I.  Lorfque  a t i,  Ÿ a a — i fera  un  nombre 
pofitif  moindre  que  a ; par  confequent  — vac1  — 
cl/  aa— ï"  fera  aufft  une  quantité  pofuive,  & les 
deux  fafleurs  pourront  s’exprimer  par  b -t -p  = o,  8c 
b —¥q  —o,  en  faifânt  acn  -¥c”  t/ aa-~i  — ~+p” , & 
acn c'i^aa  — la  fomme  des  deux  valeurs 

generales  de  y , qui  repondent  a ces  deux  faéleurs , & 
qu’on  trouve  par  le  Problème  III.  donnera  pour  l’inté- 
grale complette  de  la  différentielle  propofée  l’equation 
fui  van  te 


■=< 


p » Cos.  — _ 

a c * Sin.  A (p  x Sin.  — — <-  B' ) — H 

p x Cot. 

0 e " Sin.  A'  (/>  # Sin.  -2^--+-C')  -+• 

p x Cos.  U- 

ye  " Sin.  ^T(/>*Sin.  — 

j t Cos.  ■“ 

-+a'e  * Sin.  «Sin. hiT)-* 

j * Cos.  -LÜL 

ffe  " Sin.  A* {q* Sin. -+•  C"  ) -h- 

q X Cos.  2-L 

* Sin. ^'(ç-xSia.-^  -h-D')-+-<!?’c. 

Cas 
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Cas  II.  Lorfque  <7  = 1,  l'equation  différentielle 
propofée  devient  ~ £^--ï—~-+c1y==o  , & Ton 

dxln  dxn  7 

équation  algébrique  eft  le  quarré  b2  "-h  2 cn  b”  -+cin ■=. 
{b  — hcl)1  = o,  dont  les  faveurs  feront  auffi  quarrés  ; 
or  les  fafleurs  réels  de  deux  dimenfions  du  binôme 
bn->rcn=.o  font  contenus  daus  la  formule  %_bb  — 

ic  b Cos.(  — Tr-+ccy  = 0,  & par  le  Probl.  I. 
La  valeur  generale  de  /,  qui  répond  a ce  quarré,  eft 

c» Cos.  1 )t 

y — ote  " Sin.  / (ex  Sin.  - - M 1 - T — I-  B ) 

c x Cos. 

-+0xe  9 Sin.  A' Çcx Sin.  -4 -C  ). 

Donc,  en  fubftituant  fucceffivement  dans  cette  valeur 
generale  de  / au  lieu  de  iu  — t- 1 les  nombres  impairs 
1 , 3>  5>  7>  P»  qui  ne  font  pas  plus  grands  que 
«,  comme  dans  le  Problème  III.,  on  aura  pour  l’inté- 
grale complette  de  la  différentielle  propofée  l’equation 
fui  van  te 


D d d 
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( ex  Cos.  — , 

Sin.  A'  ( c x Sin.  ^ -+■  B ) — +• 


y — 


a e 


ex  Cos,  2-Z. 

/?  e " Sin.  A'  (c  x Sin.  — t-C  ^ -4- 

c x Cos.  U. 

ye  " Sin.y5T'(cxSin.  Il- -+ D' ) -+ ÔV. 

t x Cos.  — 

4-a'xe  " Sin. ./f'(fxSin. t-fl")  — *- 

e x Cos.  -LL 

Sin.  A'  (cxSin.  — ♦•C” — *- 

I ex  Cos.  JJ. 

I y'xe  " Sin.A'(cxSin.-2-£--+-D’)--h&c. 


Cas  III.  Lorfque  x -c  i , les  deux  faéleurs 

!?  -t-  a c*  —h  cn  v'  a a — i — o font  imaginaires . Mais,  en 
prenant  l’arc  t dans  un  cercle,  dont  le  rayon  eft  i, 
de  forte  que  Cos.  r = /7,  on  trouvera  (LemmcI.  ) tous 
les  fa&eurs  réels  de  deux  dimenfions  de  l’equation  al- 
gébrique b*  " —¥  2 a c"  b'  (ou  — i-  2 cn  b"  Cos.  r)  — f -cln  = o , 
en  fubllituant  fucceffivement  dans  la  formule  b b — 

f 

2 c b Cos.  H ’w^—m  — H c c ■==■  o tous  les  nombres  impairs 

ï , 3,  5,  7, 2»— *i.  au  lieu  de  n . Or  la 

valeur  generale  de  y , qui  répond  a cette  formule , ell 


% 
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c«co8.  rT~i 

(Prob.  I.)  y=z«e  " Sin.  A'  ( c x Sin.  ^ ■*  -h  B ) . 

Donc , en  fubflituant  fucceffivement  dans  cette  valeur 

generale  de  / tous  les  nombres  impairs  i , 3 , $ , 7 

2 n — 1 au  lieu  de  , on  aura , pour  l’intégrale  com- 
plette  de  la  différentielle  propofée , l’équation  fuivante 

c x Cos.  —~r. 

ae  " Sin.  À‘  (eaSin.-^-^  — ) -+• 

c xCos.  3T~~T 

0 e * Sin.yf  '(  ex  Sin.  •?  — t»C')  -4» 

c x Cos.  ' T~T 

* Sin.^'(cxSin.  5 -+•  D' ) -+- 

ex  Cos.  -t 

&c -f»f  " X 

Sin.  A'  (c  * Sin.  —,  ” ~~  'J  T ~ r ) . 

[C.  g.  F.  T. 

DX  VI. 

Problème  VI.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  - — ?■*■'  a -Z-\-c*n y—o. 

dx  dx"  7 
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Solution.  On  refout  ce  Problème  comme  le 
precedent,  car  l’equation  algébrique,  qu’on  tire  par  fub- 
ftitutions  de  la  différentielle  propofée,  eft  h1" — iacn  bn 
-+•£•*”=0,  qui  eft  le  produit  des  deux  faéleurs  b " — 
a cn  — c”  ÿ na——~î  — o , 5c  h ” — acn—t-cntS  a a — • ï~—  o, 
dans  lefquels  a eft  y x,  ou  =i , ou  i,  ce  qui  don- 
ne trois  Cas. 

Cas  I.  Lorfque  a T i , les  deux  fafleurs  font 
réels,  5c  peuvent  s’exprimer  par  b ” — pn=zo , 5c  b”  — 
qn  ~o , en  faifant  a*  - +<?  l/  a a — i —p”  y 5c  a”  — 
c”  n a — x = qn . La  fomme  des  deux  valeurs  genera- 
les de  y,  qui  repondent  a ces  deux  fafteurs,  5c  qu’on 
trouve  par  le  Problème  II.  donnera,  pour  l’intégrale 
complette  de  la  différentielle  propofée,  l’equation  fui- 
vante 
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ae^  *-+•/?£ 


p x Cos.  IL 


Sin.  A'  (/>  x Sin.  -+  J3'  ) ■ 


p x Cos.  — 

ye  " Sin.  A'ÇpxSin.  —— t-C')-+. 
p*cos.  Il 

” Sin. y?'(p#Sin.  D ^ (Pc. 


7 = 


' ?* 

• a e ■ 


7 x Cos.  .LL 

•0e  * Sin.A'(qxSia.-^-*-B") 

7*  Cos.  Il 

Sin.  A'  (^xSin.-^—t-C')  -+• 

7 x Cos.  — 

Sin.  A (<pSin.  — — HÛ")-+Ô'f, 


Cas  II.  Lorfque  tr=z  i,  l’equation  différentielle  * 
propofée  devient  ‘—p — ^A-bciy=o,  k Ton  équa- 
tion algébrique  eft  le  quatre  b — zcn  b — \-cln  = (bn 
— c"y=o,  dont  les  facteurs  feront  auiïi  quarrés.  Or 
les  faéteurs  réels  de  deux  dimenfions  du  binôme  b — *c* 

=o  font  contenus  dans  la  formule  b b — zcbCos.  X 
— (-c£-  = o,  par  confequent  les  quarrés  de  ces  faéteurs 

feront  contenus  dans  le  quarré  (b  b — zcbCos.^--*- 


\ 
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<■«•)*=<>,  &,  par  le  Problème  I.,  la  valeur  generale  de 


y , qui  répond  a ce  quarré  efl  y — se 


t x Cos.- 


(rxSin.  -+B')  -\-(ixc  " Sin.^'(c*Sin.-i~ 


ex  Cos. 


1|U* 


t fi  r 


C).  Donc,  en  fubftiruant  fucceflivemenr  dans  cette  va- 
leur generale  de  / au  lieu  de  2 ,u  les  nombres  o , 2 , 4 , 
6,  8,  &c.  pas  plus  grands  que  n , comme  dans  le  Pro- 
blème II,  on  aura  pour  l’intégrale  complette  l’equation 
fuivante 


«*Cos.  IT- 

a/*" 4- /3  e * Sin.  A'  (r * Sin.  ■— — 


4 ▼ 

e x Cos.  — 


ye  ~ Sin.  A'  (ex Sin.  4n--4-C -t- 

c x Cos.  ^_L  . 

" Sin.  ^'(rxSin.  -*■&') -h &c. 


/ f x 
■ax 


ex  Cos.  2 T 

/*-+•  fixe  " Sin.yf'(c*Sin.-^-^B") 


cxCoi.±L 

—4 -yxc  * Sin.  A' (ex  Sin.  — — h C"  ) — H 

cx  Cos.  -Aï.  . 

é'xe  ” Sin.^'(c#Sin.-^--+-D'}— J-ÔY. 
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Cas  III.  Lorfque  <i  i , les  deux  faveurs  Æ*  — • 
acn  z±."  ^ *<* — i feront  imaginaires;  mais  en  prenant 
l'arc  t dans  le  cercle , dont  le  rayon  efl  i , de  forte 
que  Co s.r=a,  on  trouvera  (Lem.  II.)  tous  les  fa- 
fleurs  réels  de  deux  dimenfions  de  l’equation  algébrique 
h — lac  h (ou,  — 2r  b Cos.r)  — *-c  =o,  en  fub- 
flituant  fucceflivement  dans  la  formule  b b — 2 ch  X 
Cos.  t2^Zl-+cc=o  tous  les  nombres  pairs  2,4, d, 8, 

2 n au  lieu  de  Or  la  valeur  generale  de/, 

qui  répond  a cette  formule  eft  (Problème  I.)  /=: 

accxCos'  " Sin.  A'^cxSio-  Ç—^-~ )— '}•  Donc,  en 
fubftituant  fucceflivement  dans  cette  valeur  generale  de 
y tous  les  nombres  pairs  jufqu’a  2 n inclufivement  au 
lieu  de  n,  on  aura  pour  l’intégrale  complette  de  la 
différentielle  propofée,  l'equation  fuivante 


400 
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e x Cos.  -ÎÜH1 

a e " Sin.  A'  ( c x Sin. 


+ B')' 


e * Cos.  — — I 

fie  * Sin.  ex  Sin. — ~—bC'^- 


c x Cos, 


«T-'T 


ye  " Sin.^'(rxSin. ) 


Ô*f. 


f * Cos.  1B,r-T- 

.»*  " X 


Sin.  A’  Çcx Sin.  ——n — ■ — H JW' ) . 
D X V 1 1. 


Remarque.  Nous  avons  traité  dans  ce  Chapitre 
l’intégrale  de  l’equation  o=.Ay-+  ~~  -t-  - — H 

PrS.,y,  -+&c, t- , dans  la  fuppofition 

à *J  ^ 

des  coefficiens  .W,  B,  C,  D,  ÔV.  confiants.  Nous 
avons  de  plus  obfervé  qu’il  n’y  a point  de  méthode 
generale  pour  trouver  le  nombre  fu Allant  d’équations 
particulières  entre  y & x,  lorfque  les  coefficients  de  la 
propofée  renferment  des  fonctions  de  x;  mais  quoiqu’on 
n’ait  pas  cette  méthode  pour  l’equation  generale  prece- 
dente , il  y a cependant  des  méthodes  d’une  affez  gran- 
de étendue  dans  des  cas  particuliers.  C’efl  ce  que  nous 
allons  expliquer  dans  le  Chapitre  fuivant. 

ÇHA- 
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CHAPITRE  VIII. 

De  quelques  Méthodes  particulières  pour  trouver  les 
intégrales  complettes  des  équations  différentielles 
du  fécond  ordre  n — _4v-+~é-  t- Cdfl)' 

J dx  dxx  * 

-+-~TL5  dans  lef quelles 
dx  efl  confiante , & £,  C,  D 

/o/tf  Jer  fondions  de  x. 

DXVIIL 

P 

X Robleme  I.  L’equation  j>=zX  fon&ion  con- 
nue de  * étant  une  intégrale  particulière  de  l’equation 
différentielle  0 = A y -+  ■££  -+  ^1,  trouver  l’inté- 
grale  complette  de  cette  équation . 

Solution.  En  divifant  l’equation  propofée  par 
C,  & fuppofant  — ~P  1 — =4^,  cette  équation  de- 
viendra Pf-^£±.^.iiL  = 0i  dans  laqueUe  P & Q 
feront  encore  des  fondions  de  x.  Or,  puifque  / = X, 
on  aura,  en  différentiant,  d/=zdX,  ddy  = ddX , 

E e q 
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& , fubftituant  ces  valeurs  pour  /,  dy , ddy  dans  le* 

quation  P y -+  S-  = * , elle  deviendra  PX-+ 

^L£  — o.  Suppofons  maintenant  que  l’equa- 

tion  ; = Xx  foit  une  autre  intégrale  particulière  de 
l’equation  différentielle  propofée , on  aura , en  difléren- 
tiant , d y = zd  X Xd  z ^ d dy^szd  d X— +- 1 d zd  X 

- \-Xddz , &,  fubftituant  ces  valeurs  pour  /,  dy , 
d dy  dans  l’equation  différentielle  P y-*-- ~- 

= o,  elle  deviendra  PXe-4»  ^ — »- 


ddy 

dxx 

zddX 

dxX 


~+.ltzd£-  ».  Xj\z~  — 0 > équation  que  nous  defigneronî 
par  (M).  Mais,  par  ce  qu’on  vient  de  trouver  PX-f 
QdX  . 

dx  *" 


d x1 


on 


aura  aufli  PX*-f^j^-V 


iiÜ=o,  & retranchant  cette  quantité  de  l’equation 
dxx 

(M) , il  reftera  ^~*-+ 


zdXdz  Xddz 

dx x 4** 


:o  , & 


multipliant  le  tout  par  on  aura  ^d  x-+d±L-+ 

~2.  = o.  L’intégrale  de  cette  quantité  différentielle 
eft  S.£>dx-*-2L.X-t-L.dz=zS.Ji)dxL,e-+L.xï-+’ 


idX 
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L.dz  — L.eS’^-d* X* dz  , en  fuppofant  JLe—i.  Il 
faut  égaler  cette  intégrale  a une  confiante  arbitraire  du 
même  ordre  L.pdx  , pour  avoir  l'equation  L.  ( /’  ^-d  * X 
X* dx)  =zL.@d  x,  ou  cS"^-ax X* d z = /3 d x , qui  fera 
l’intégrale  complette  de  l’equation  différentielle  Qdx 

id  X ddz  ^ JJ  _ <®  * 1 ‘d  x 

— » — j H j — ~o.  On  aura  donc  dz~- — , 

A a z X * * 

8c,  en  intégrant,  z = p.S.l — . Par  confequent 

l’equation  y =.Xz=zfi  X.S.— — — fera  une  autre 

intégrale  particulière  de  l’equation  différentielle  propo- 
fée,  8c,  en  fuppofant  que  a foit  une  confiante  arbitrai- 
re,  on  aura / = «X-+-/3X.5'. — pour  l’inté- 

grale complette  de  la  propofée.  C.  4>.  F.  T. 

DXIX. 

Corollaire  I.  Si  dans  l’equation  différentielle 
propofée  Py—k-^^--¥‘^  — o le  coefficient  P efl  égal 

a la  quantité  ~—?>-xx~x-  , dans  laquelle  X'=  j^,  8c  X" 

= l’equation  y—X  fonélion  de*  fera  un  intégrale 
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particulière  de  la  propose , 8c  fon  intégrale  complette 

fera  l’equation  y=.a  X— — — — , quelque  foie 

Q.  Car  fi  on  fuppofe  P—  * > l’equation  diffé- 


rentielle propofée  fera  ( N ) — y . 


Pdr 


— Or  en  faifant  / = X,  on  aura  dyz=zdXy 


dx 


ipL=dx',  îlL—tlL—x’.  &fub- 

ftituant  X pour  y , X‘  pour-jj  , 8c  X"  pour  dans 
l’equation  différentielle  (N),  elle  deviendra  — X.  X 
&--y  * — h^X'— hX"=o,  équation  identique.  Donc 
l’equation  y=zX  fera  une  intégrale  particulière  de 
l’equation  différentielle  (IV),  8c  par  confequent  l’equa- 
tion  y=.aX-+-fiX.S.  - — — — — en  fera  l’intégrale 
complette . 


DXX. 


Corollaire  II.  Si  on  prend  pour  X & pour 
deux  fondions  quelconques  de  *,  & qu’on  les  fubllitue 
pour  X 8c  pour  Q dans  la  formule , — y . — - ^ x- — h 
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4°5 

- *■  ~JJT—°  > & dans  fon  intégrale  /=aA'-+ 

e — *• 

PX.S.- — — — -,  on  aura  une  équation  différentielle 
du  fécond  ordre  de  la  forme  propofée  dans  le  Problè- 
me I.  avec  fon  intégrale  complette,  8c  on  pourra  trou- 
ver de  cette  maniéré  une  infinité  d’équations  différen- 
tielles de  cette  forme  avec  leurs  intégrales  complètes. 

DXXI. 


Exemple  I.  En  prenant  Xt=*m, 

. m — — 1 j d X „/ n 

— mx  d x , — ~X  — mx 


1 — 1 dx' 


on  aura  d X 


m.m — 1 . X 


xm  1 = X',  8c  fubffituant  ces  valeurs  pour  X,  X', 
X"  dans  l’equation  différentielle  (IV),  elle  deviendra 


-K- 


mQx " 


, Q_dy  . ddy 
+ dT  ~ °>  ou 


— my.  ° * "+”' — , 8c  fon  intégrale 

x a x*  ^ 

— t.  X, 

complette  fera  y =zaxm -+(ixm . S.  i w -,  quelque 

foit  Si  donc  l’on  prend  Q=.axn , l’equation  diffé- 
rentielle fera  — myÇax”  1 — y-m — 1 .x  z^-t-  ^ v ■ > 

~f=:oy  8c  fon  intégrale  complette  y=ctxm-hPxm.  X 
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S.  JL 


dx 


, a caufe  de  S.Sgji  x=zS./3x”  dx=z 


"-+  l 


DXXII. 


E xemple  II.  En  prenant  X=zaxm  -+bxn  -Jr-c  xp  -+■ 
£/‘c.,onauraX'=w<j*m  1 -\-n  b x 1 —¥pc^  * — Ô*r  , 


X'—m.m  — i.axm  2 — +■  n.  n — i.bx” 


•p.p — i.  X 


c xp  2 — HÔ’r.,  & fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equa- 
tion  différentielle  — y. 


£*• 


9Jj._L.iii 

d x 


"Sf=*- clle 

deviendra  — y a xm  ~~  1 — +■ n b x”  ~ 1 -+•  pc  xp~  1 

-+  (Je.  ) 


m.  m — i.  a x 


—\rn.n  — x b xn  2 — H 


xn- 


p.—ucxP-'^  err.}-+%i2-|.^=«,  & Ton 
tégrale  complette  fera  /=a(/rx’”  — t-£x"-+-rxp-4-  (Ï7Y.) 


—*-bxn—¥cxP-+(D‘c.)  S. 


~s*J'd> 


(«x”-+i>x'-t'CXt'-ï  &c.  y 


DXXIII. 

Corollaire  III.  Lorfqu’on  voudra  intégrer  une 
équation  différentielle  du  fécond  ordre  de  la  forme  pro- 
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pofée  dans  le  Problème  I.,  fi  on  peut  la  réduire  a une 

des  formules  différentielles  trouvées  par  le  Corollaire  II. , 
on  aura  tout  d’un  coup  fon  intégrale  complette.  Sup- 
pofé,  par  exemple,  qu’on  fe  propofe  d’intégrer  l’equa- 
tion  différentielle  du  fécond  ordre  ddy— t-ax*  dydx— 

, j *x*df  ddy 

ayxdx  = 0,  ou — <;h — -¥■  — —o  , on  voit 
facilement  qu’on  peut  la  comparer  avec  la  formule  dif- 
férentielle de  l’Exemple  I.  — my(axn  1 -+•>» — 

— ^ — 0 ? & quon  aura  ax  =zax  y par 

confequent  ti—  2;  8c  encore  my  (a x”~  1 — w» — i.x~z) 
= w/  (ax—hm  — 1 . * 1 ) =.  a xy , d’où  l’on  tire  m ax 

— \-m.m — 1.*  z=ax;  par  confequent  m — i =o,  8c 
m = i.  Donc  l’intégrale  complette  de  l’equation  diffé- 
rentielle propofée  ddy-\-axz  dydx  — ayxdx  fera  /= 

— l./it 

„ - t 5 <<* 

a x-+3 x.S. . 

r XX 


D X X I V. 


Lemme  . 


'0'=iAy 


+ 


Bdy 

dx 


L’equation  différentielle  de  l’ordre  n 


C dd  i 


du* 


+ 


Wx* 


-*x* 


» 

J 
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dans  laquelle  dx  eft  confiante,  & les  coefficiens  A,  S, 

C,  D , ÔV.  font  des  fondions  de  * , peut  toujours  s’a- 
baiffer  d’un  degré,  ou  fe  réduire  a l’ordre  n — i . 


La  demonflration  de  ce  Lemme  eft  renfermée  dans 
l’Art,  cccclxxix..  Il  ne  faut  que  faire  y=eS’zdx  , 

<i  Y 

& L.e=z  i;  en  prenant  les  différences,  on  aura  ~ 


^=^‘'*(**^-£0;  gL=zcS-zd*X 
C fubftituant  ces  valeurs  pour 


y > ~dx  » ~~T  > ^c'  ^ans  l’eftuat‘oa  différentielle  propo* 
fée,  on  la  réduit  a celle-cy,  o=.AeS'zdx—hBe5'zdxz 


& en  divifant  par  eS,zd *,  qui  fe  trouve 
dans  tous  les  termes,  on  aura  o =zA-¥ B z-hCÇzz 

équation  a 

deux  variables  * & z,  d’un  ordre  moindre  d’un  degré, 
que  la  propofée . Car  fi  on  fuppofe  n=  i , la  propo- 
fée  fera  o=:A/~^^--y  & la  réduite  o=.A-+- Bn. 

Si 
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Si  on  fuppofe  n — 2 , la  propofée  fera  0 = — »-  —j-~ 


Cddy 


4^,  & la  réduite  0 = fi*- *-c(xz— h-jj-). 


Si  » = 3 , la  propofée  fera  0 = y//  — 


dz 

d i 

B d y . 


-,  & la.  réduite,  o~A~ p B z -4- C (»*-+- -^7 ) 


3 


*>( 


z5- 


2 Z d Z 


♦ “z~r')1  Sc  ainfi  des  autres. 

d x“  * 


dx 


DXX  V. 

Problème  II.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  du  fécond  ordre  o~Ay- 

-+•  ~4~r~  ■>  ou  0 = P y _+..i£l  en  la  reduifant 

d’abord  a une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

Solution.  E11  fuppofant  y=/’zdx , on  réduira 
la  propofée  a l’equation  fui  vante  0 — P -+•  jtgjs  — ♦-  z z -+• 
-,  ou  0 — Pdx— *-£)z  dx— t- z z d n -+dz  , qui  eft 
du  premier  ordre,  & ne  contient  que  deux  variables  x, 
8c  z , a caufe  que  les  coefficiens  P & font  des  fon- 
dions de  x;  on  cherchera  enfuite  l’intégrale  de  cette 
équation  par  les  méthodes  que  nous  avons  données 

F f f 


/ 
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pour  les  équations  différentielles  de  cette  efpece,  & on 

aura  par  cette  intégrale  la  valeur  de  z en  # & con- 
fiantes, ou  z~X  fonélion  connue  de  x.  Subftituant 
donc  cette  fon&ion  au  lieu  de  z dans  la  différentielle 
zdx,  on  trouvera,  par  la  première  Partie,  l’intégrale 
S.Xd  x — S.zd  x , qui  fera  une  autre  fonélion  de  #, 
& par  ce  que  y=ze*'%<i* , on  aura/  = X',  fon£lioa 
connue  de  *,  équation  qui  fera  une  intégrale  particu- 
lière de  la  différentielle  propofée , o = P y — t-  — H 

On  trouvera  donc  par  le  Problème  I.  l’intégrale 
complette  de  la  propofée,  qui  fera  y = a X'-+fïX.  X 

— S.  « J 

S.  - — — — . C.  jg.  F.  T. 

xl 

D X X V I. 

Problème  III.  Trouver  les  cas,  dans  lefquels 
l’equation  différentielle  (M)  du  fécond  ordre  (a— 

u Jf 

pour  intégrale  particulière,  l’une  ou  l’autre  des  deux 
équations  fui  vantes,  ou  toutes  les  deux, 
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I.  y—Axm-+ 

H-Ô'f.  fuite  finie,  dans  laquelle  les  coefficiens  A,  B, 
C,  D,  (3c.  font  conftans. 

II.  / = A'J  -t 5 / “ " -+•  C’»~  * ’ -+  D'/  “ * " 
— *-ÔV.  autre  fuite  finie  avec  les  coefficients  conftans. 


Premier  Cas  General. 

Solution.  On  fuppofe  dans  ce  premier  Cas 
que  l’equation  finie  /z=zAxm  — t-Bxm~t'n  — t-Cxm~imln 
— h&c.  eft  une  intégrale  particulière  de  l’equation  diffé- 
rentielle (M).  On  aura  donc,  en  différentiant  dans 
la  fuppofi tion  de  d x confiante  , d/  = m A xm  1 d x — h 
m —+■  n . B xm~*n  1 d x—¥m  — +■  2 n . Cxm~+1*~'dx  — +■ 
(. tfc . , & dd/  = m . m — 1 . A xm  1 d x1  — h m — +•  n . X 
m—¥n — i.Bx  dx  -4-  m — 2 w . w— +•  2 » — 1 .X 

C*”4*'  idx1-*-Ô‘c.  Subftituant  ces  valeurs  pour 

<//,  8c  ddy  dans  l’equation  différentielle  (Af)  on 
aura  l’equation  identique  fuivante 
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■ A tn  T‘  _ m -+  h — -,  »»  i n , .• 

a m . m — x * A x — f a,m-+n'ni-+n—-t»Bx  — i.Cx  -4-  O’c. 


— t-  b m .m  — t . A xm  " — f-  b • m —¥n  . m — t-  » — t . B x^  ~*  * ” — f-  Ô'f.  J 


■ cm  An 


-+{A> 


_ r» 

—H  f . m -+  n . B x 

-+/ m A n”’’*  * 

„ o»  -+* 
~+gBx 

...  m -f  n 

— f-Æ 


1 „ nj  -#■  J fl  . i 

— K.wH*i».Cr  — +*  W . 1 


• y.  m — t-  » . J>  x ^ 1 " -f-  Cb'f.  / 


Cette  équation  étant  fuppofée  identique,  fes  termes  ho- 
mologues feront  chacun  — o;  le  premier  terme 


m — i.Axm— \-cmAxm— \-gAx"  étant  égale  a zéro 
donnera  l’equation  am.m — i -+cm—\-g  — oy  par  laquel- 
le on  déterminera  la  valeur  de  l’expolànt  m.  Si  cette 
valeur  eft  réelle  & finie,  l’équation  y=zAxm— " 

17* 

— t-Ô’c.  pourra  avoir  lieu;  mais  fi  la  valeur  de  m eft 
imaginaire  ou  infinie,  cette  équation  n’aura  point  lieu. 
Or,  fi  /t=o,  on  aura  m— — L ; fi  g—o,  on  aura  m 

= ^r;  fl  *=•>  on  aura  7-7  , qui 

fera  réelle,  lorfque  ^ — — fera  une  quantité  pofitive 
& m fera  imaginaire , lorfque  — ~ fera  une  quantité  néga- 


tive , 8c  en  general  on  trouve  m 


• — c±.l/  ( * — c )* — 4 ‘ 


JS.  > 
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qui  fera  réelle,  lorfque  ( a — c)1 — 4 a g ferapofitive,  8c 
m fera  imaginaire,  lorfquc(<? — c)1 — 4 ag  fera  une  quan- 
tité négative.  Nous  fuppoferons  dans  la  fuite  que  la 
valeur  d cm  déterminée  par  l'equation  am.m — 1 -+cin 
— • mg~°i  cft  réelle  & finie. 


Le  fécond  terme  de  l’equation  identique  donnera 
(a.m— \-n.m  — — 1— t-c.  ni  — T 

—\-fm—*rh')A=o,  fubflituant  dans  cette  équation  la 
valeur  de  g~ — cm — am.m — "7,  on  aura,  reduélion 
faite,  ( cn-+au . (2  w— 1-« — 1 ) B-t-(bm.  m — !-+•/>« 


■b)  A=o;  par  confequen  t B : 


— A (h—\-fm-bbm.  m — i) 

— 1 ) 


Faifant  les  mêmes  operations  fur  les  termes  fuivans 
de  l’equation  identique,  on  trouve 


ç>  — B (b  — t-f . m — 4- n —h b . m -4- n ■ m -f  >i  — i ) 

— l)  y 

q — C{h  ~+f.  m -4-  2 n — f-  b . m — 4-  2 n . m — f- 1 « — ■ I } 

J c n — 4-  f a n ( 2 m— j a — i)  * 

-*•  î *»—  l ) . 

) » 

C?c. 


j? ' — D { b — 4-  f . m -4-  ^ n —4-  b . ru  — f-  ç n . m 

4 f » — 44<»(in- 4.4» — i 


te 
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On  voit  par  là  que  le  coefficient  A n’eft  point  déter- 
miné, 5c  qu’il  fera  par  confequent  une  confiante  arbi- 
traire , dont  la  détermination  donnera  celle  de  tous  les 
coefficiens  fuivants , après  qu’on  aura  trouvé  la  valeur 
réelle  5c  finie  de  l’expofant  m par  l’equation  am.m — 1 

— +-COT  -4-g  = 0. 

On  voit  encore  que  les  valeurs  de  ces  coefficiens 
étant  une  fois  déterminées,  fi  un  feul  d’entr’eux  eft 
égal  a zéro,  tous  les  fuivants  s’evanoüilfent , 5c  la 
fuite  A xm  -+ B xm  Cx'”H" 1 " — *-&c.  finira  parle 
terme  qui  précédé  tous  ceux,  dont  les  coefficiens  s’eva- 
noüiffent . Ainfi , fi  on  fuppofe  B = o,  le  coefficient  C, 
qui  eft  égal  au  produit  de  — B par  une  autre  quanti- 
té s’évanouira,  ?c  tous  les  autres  coefficiens  fuivants 
s’évanouiront  par  la  même  raifon;  la  fuite  finira  par 
le  premier  terme  Axm , qui  précédé  le  terme  B*m-t'”, 
5c  l’intégrale  particulière  de  l’equatiou  différentielle  pro- 
pofée  (M)  fera  y—Axm.  Si  on  fuppofe  que  le  pre- 
mier coefficient  qui  s’evanoiiit  foit  C,  on  aura  D = o, 
E — o,  ÔV.,  5c  y — Axm—\-Bxm~*n=.Axm  — 


A xm  "*■  " ( h — f (m  -+b  m ,m  — 1 ) 
2 m — f»  * — 1 ) 


, & ainfi  des  autres;  en  for- 


te que  dans  tous  ces  Cas  l’equation  finie  y=.Axm  -¥ 

B xm~*'n -\-C  xm~'‘in -+(yc.  fera  un  intégrale  particuliè- 
re de  l’equation  différentielle  propofée  ( M) , dont  on 
trouvera  l’intégrale  complette  5c  finie  par  le  Probl.  I. 
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Enfin,  fi  on  fait  attention  aux  valeurs  des  coeffi- 
cients A , B,  C,  D,  (7c.  que  nous  avons  trouvées 
cy-deflus,  on  comprendra  que,  P feprefentaot  un  de 
ces  coefficients  quelconques,  & ^ le  coefficient  qui 
fuit  après  P,  on  aura  la  formule  generale 

— P (è  ~bf.  m — t-  N n — (-i.m— h N h . m — i-IVn  — I „ 

§>  — rr-— ■ — : — == , & que 

c n . N-t- 1 ~+an.  N 1 ( Z m — M . A/  -4*1 — i)  1 

cette  formule  fera  telle  qu’en  y écrivant  fucceffivement 
o,  i,  2,  3,  4,  (7c.  au  lieu  de  N,  on  aura,  l’une 
après  l’autre,  les  valeurs  des  coefficiens  B,  C,  £),  £, 
(7c.  Car  fi  on  fuppofe  AT=o,  8c  P — A,  on  aura 

^ — A ( b — bf  m -4-  b m . m — i ) r%  r'  C C 

Q = 7 ~r ~c—  = B.  Si  on  fuppofe  iV=  x 

"V  en  — X »>  — *-» — l)  rr 

O _ „ r.  — B ( h — hf'.  m -+  n — t-  b . m -+  n . m — 4-» — t 

8c  P=B, onauraj©  = — —— — r 

' \ l c n — f-  i a n ( 2 m -+  2 n — 1 ) 

= C,  & ainfi  des  autres.  Donc  la  fuite  Axn-bBx"~*n 

—bCxm~hln—b(7c.  fera  finie  toutes  les  fois,  qu’après 
avoir  fubftitué  pour  m fa  valeur  déterminée  par  l’equa- 

tion  am.m — i -bcm—*-g  — o,  8c  pour  N un  nombre 
entier  pofitif  quelconque,  ou  zéro  dans  la  fraflion  ge- 

. h — *•/"(  m -4-  Nw  ) — *-b  ( m — t-  Nn  ) ( m — t-  N n — l) 

nerale  ( F ) , ou == L 

c n (N  — t- 1 ) -+  n i»  (N  -+’l)(iw-t-i».N-*-i  — I ) 

cette  fraflion  s’evanoüira;  & alors  le  nombre  des  ter- 
mes de  la  fuite  finie  Axm— \-Bxm  ^"-bCx”’  2"—b 

(7c.  fera  N— b i . Or  la  fra&ion  (P)  s’évanouit,  lorf- 
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que,  Ton  dénominateur  étant  une  quantité  finie.  Ton 
numérateur,  devient  = 0,  8c  encore,  lorfque,  le  numé- 
rateur étant  une  quantité  finie,  le  dénominateur  de- 
vient infini.  Mais,  par  ce  qu’on  fuppofe  que  toutes 
les  quantités  a , r, /*,  by  »,  w,  8c  N , qui  entrent 
dans  cette  fonflion,  font  des  quantités  finies,  ou  zéro, 
fon  dénominateur  ne  peut  devenir  infini , non  plus  que 
fon  numérateur.  Il  fuffira  donc  de  trouver  les  Cas 
particuliers  ou  le  numérateur  b-*-f(m-+-Nn)-+ 
b(m  -+-Nn)(m-+-  Nn — i)  s’evanoüit  par  les  fubfti- 
tutions  préfcrittes  des  valeurs  de  m 8c  de  N,  pourvu 
qu’en  faifant  les  mêmes  fubftitutions  dans  le  dénomina- 
teur en  [N— ^ r ) -*-»»( N-+ 1 ) ( 2 »>-+•».  IV— t-  x — 1 ), 
il  ne  s’evanoüilfe  pas  auffi.  Car,  comme  la  raifon  de 
deux  quantités  infiniment  petites,  ou  qui  s’evanoiiiffent 
a la  fois  peut-être  une  quantité  finie,  on  ne  doit  pas 
conclure  que  la  fraélion  (F)  s’evanoüit,  par  ce  que 
fon  numérateur  devient  nul,  fi  fon  dénominateur  s’eva- 
noüit en  même  tems. 

On  trouvera  donc  les  cas  particuliers  dans  lefquels 
l’equation  différentielle  ( M ) aura  pour  intégrale  parti- 
culière l’equation  finie 

— t-  ÔV.,  en  fe  fervant  des  deux  équations  am.m — 1 
-+cm-f^=o,  8c  h —\-f (»;-+-  N»  )-+-£(  w -+- Nn  )(»»-+- 
Nn — 1 ) — 0;  Car,  après  avoir  fubllitué  dans  la  fécon- 
dé 
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de  équation  la  valeur  réelle,  8c  finie  de  m,  qu’on  aura 
déterminée  par  la  première  équation,  on  cherchera  la 
valeur  de  AT,  que  donne  la  fécondé  équation,  8c  dans 
tous  les  cas,  où  cette  valeur  fera  un  nombre  entier 
pofitif,  ou  zéro,  on  aura  pour  intégrale  particulière  dq^ 
la  propofée  (A/),  l’equation  finie  y = Axm-+Bxm~*'a 
-t-  C *m  "+ 1 " — f-  ÔV.,  en  fubfiituant  dans  cette  intégrale 
la  valeur  de  iw,  8c  les  valeurs  des  coefficient  B,  C,  D, 
(7c..  Detérminés  par  les  formules  que  nous  avons  don- 
nées cy-deffus,  après  avoir  mis  dans  ces  formules  pour 
w,  8c  pour  N leurs  valeurs,  pourvu  cependant  qu’eu 
fubfiituant  les  mêmes  valeurs  de  w,  & de  N dans  le 
dénominateur  general  en  (N— (- 1 ) — t- ««(  JV—f  1 ) ( 2 m 
— j-n. N— 1- 1 — 1),  il  ne  s’evanoiiiffe  pas.  C.  F.  T. 


Second  Cas  general. 

Solution  . On  fuppofe  dans  ce  fécond  Cas  que 

l’equation  finie  y=zA'x'  + Bx  — t -C  x —f 

D'xp~~ hÙ’c.  efi  une  intégrale  particulière  de  l’equa- 
tion  différentielle  propofée  (M).  Donc,  en  prenant 
les  premières  8c  les  fécondés  différences  dans  la  fuppo- 
fition  de  dx  confiante,  on  aura  dy=pA'*p~~ldx~ 4* 

p — n.B'np~~n~  1 d »-+p— -a n.Cxp~ 1 ” — 1 


» t 
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d dy=p . p — x.  A' xp  *</#*— +-p — n.  p — n — i . X 

B V"  " 1 d x1  -+p — 2 n.p — 2 « — l.Cx?  ÎB  1d  x1 

-h&c.  fubfli tuant  ces  valeurs  pour/,  dy,  ddy  dans 
ji’equation  différentielle  (M),  on  aura  l’équation  iden- 
tique fuivante 


b p . p — T.  A *x  * * H-  b ,p  — n.  p ■ — » — "T . B'x  ^ — 4 -b  .p  — » » — I • C'x  ^ -4-  CSV£. 

H-  «/>.  p — i . -+*./>  — n . p — a — i .B'*’’ 

B'xf-+  f.p — m.Cx?  " -+  &c.  j 

— f f .p  — n . B'x?  "-H-  &c . | 

1x* 

A'xr  -+  £B’x}  ' -+&c. . 


■ fp.A‘xt~>’n-+  /•  P — »• 


h A' x 


f -+  n 


- ep.Ax r 
h h.  B‘xf 


. b.axf~"-+&c 
j— * 


0 . 


En  égalant  a zéro  les  termes  homologues  de  cette  e- 
quation  identique,  le  premier  terme  donnera  l’equation 
b —+-f p — k-  b p .p — i=o,  par  laquelle  on  déterminera 
la  valeur  de  l’expofant  p,  que  nous  fuppoferons  réelle 
& finie;  car,  fi  elle  etoit  imaginaire  ou  infinie,  l’equa- 
tion  y — A‘x-^r B'xp -+C' xp~ln -+  &c.  n’auroit 
point  lieu . 

Le  fécond  terme  donnera  ( h->rf.p  — n-¥b,  X 
p — n.p  — « — i ) B -\r(g-+cp—k-ap.  p i ) A =2  o . 
Subftituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  b — — fp 
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— bp.p — 1,  on  trouvera,  reduélion  faite,  J3'  = 

> & °Perant  de  môme  fur  ies  tcr- 

mes  fuivants  de  l’equation  identique,  on  trouvera 

Qi B'  (g-l-c.p  — a -4- a.  n . p — • " — i ) # 

1 / a — ♦-  i b n t ip — i» — 1)  * 

j-yi C'(g-+e.  p — zn-ya.p — m .p — i»  — i ) # 

if"-+3  ba(ip  — JB — l)  > 

D' -r—  — j a. T—  s * — i ) , 

4/ » — t-4*a (,  zp  — 4« — 1)  » 

&C. 

On  voit  par  la,  comme  dans  le  premier  Cas,  i.°  que 
le  coefficient  A'  n’elf  point  déterminé,  & qu’il  fera 
par  confequent  une  confiante  arbitraire,  dont  la  déter- 
mination donnera  celle  de  tous  les  coefficients  fuivants, 
après  qu’on  aura  trouvé  la  valeur  de  l’expofant  p , par 
l’equation  b-+fp~*-bp.p — 1 — 0:  2.0  que  les  va- 
leurs de  ces  coefficients  étant  une  fois  déterminées,  ft 
un  feul  d’entr’eux  elt  égal  a zéro,  tous  les  fuivants 
s’évanouiront;  la  fuite  A'/— — t-C'xP  2 " — h 

(Dc.  finira  par  le  terme,  qui  précédé  tous  ceux  dont 
les  coefficiens  s’evanoüiflènt  ; Se  l’equation  finie  y = 
A * — y- B' xp  ”-+(7/  ln —¥&c.  fera  une  intégrale 
particulière  de  l’equation  différentielle  (M),  dont  on 


4 


; 
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trouvera  l’iutégrale  complette  par  le  Problème  I. 
3.0  que  P'  reprefcntant  un  de  ces  coefficients  quel- 
conque, & ^ le  coefficient  qui  fuit  P'  immédiatement, 
on  aura  la  formule  generale 


.ry Cg-f-Ç-  P — N'n—t-a.p — N'i»./>  — N n — 1 ) 

/ „ ( N I ) -+l>  n ( N 1 -+ 1 ) ( : p — » . l7-+  1 — 1 ) 

qui  fera  telle  qu’en  y écrivant  fucceffivement  les  ter- 
mes de  la  fuite  naturelle  o,  i,  2,  3,  4,  (7c.  au  lieu 
de  AT,  on  aura,  l’une  après  l’autre,  les  valeurs  des 
coefficiens  B',  C',  D\  (7c. , d’où  l’on  conclut  que  la 

fuite  A — *-C'*p  — ï',-+&c.  fera  finie,  tou- 

tes les  foi;  qu’après  avoir  fubftitué  pour  p fa  valeur 
réelle  & finie,  déterminée  par  i’equation  b-+fp—r 
bp.p  — i —Oy  8c  pour  N'  un  nombre  entier  pofitif, 

ou  zéro  dans  la  fraflion  generale  (G),  ou 
g c(  p ■ — N'  »)  -*■**(  !>  — N n)  ( p — N n — i ) 

i • 


cette  fraflion 


/ n (AT-*-  1)  -t-  b n (AT  -►  1 A/’-t-i  — I ) 

s’évanouira:  & alors  N'-hi  fera  le  nombre  des  termes 


de  la  fuite  finie  / n-\-Cxp  în— b (7c. 


Or  la  fraflion  (G)  s’évanouit,  lorfque,  (on  déno- 
minateur étant  une  quantité  finie,  fon  numérateur  de- 
vient — o.  Il  fuffira  donc  de  trouver  les  cas  particu- 
liers, ou  le  numérateur  g-*-c(p — N'»)—ba(p—i 
— -N» — 0 s’évanouit  par  les  fubftitutions 
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préfcrittes  des  valeurs  de  »»,  & de  AT,  pourvù  qu’en 
faifant  les  mêmes  fubllitutions  daus  le  dénominateur, 
f n (AT  -4-  1 )-+bn(N'-bi)(2p-bn.  N'  -+  1 — 1 ), 
ce  dénominateur  ne  s’evanoiiifle  pas  aufli. 

On  trouvera  donc  les  cas  particuliers  dans  lefquels 
l’equation  différentielle  (M)  aura,  pour  intégrale  parti- 
culière, l’equation  finie  y=.A'J>  — t-SV-”  — hC  xp~ ln 
En  fe  fervant  des  deux  équations  b -*-fp-+- 
bp.p — 1=0,  8c  g — — N'n)—¥a(p  — Af»)X 
(p — AT « — i)—o.  Car  après  avoir  fubftitué  dans  la 
derniere  équation  la  valeur  réelle  8c  finie  de  />,  qu’on 
aura  déterminée  par  la  première  équation,  on  cherche- 
ra la  valeur  de  AT  que  donne  la  fécondé  équation,  8c 
dans  tous  les  cas,  où  cette  valeur  fera  un  nombre  en- 
tier pofitif,  ou  zéro,  on  aura,  pour  intégrale  particu- 
lière de  la  propofée  (JW),  l’equation  finie  y — A’x  -+• 
B / * — ,a  -+-é7r.  , en  fubftituant  dans  cette 

intégrale  la  valeur  de  p,  & les  valeurs  des  coeHkiens 
JB',  C',  D' , &c.  déterminées  par  les  formules  que  nous 
avons  données  cy-deffùs,  après  avoir  mis  dans  ces  for- 
mules pour  p,  8c  pour  A/'  leurs  valeurs;  pourvù  ce- 
pendant qu’en  fubfti tuant  les  mêmes  valeurs  de  p & 
de  N dans  le  dénominateur  general  /«(AT-t-i)—*- 

AJ'-+i  )(a/>-t-».AT'-+i — 1),  il  ne  s’evanoüifle 
pas.  C.  F.  T. 
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Troisième  Cas  general. 

Solution.  On  fuppofe  dans  ce  troifieme  Cas  que 

les  deux  équations  finies  y—Axm  — 

-4-ÔV.,  & y = A'xp  -+B  xp~a  -¥C'xp~ln-¥&c.  font 
deux  intégrales  particulières  de  l’equation  différentielle 
propofée  ( M ).  On  refoudra  donc  ce  troifieme  Cas  par 
les  deux  precedents,  en  fe  fervant  des  quatre  équations 
fuivantes 

I.  g —¥cm  —¥am(m — I ) = 0. 

II.  b-+fp—*-bp(p — 1)^=0. 

III.  b Nn  — 1 ) — o. 

IV.  g-+c(p—+-Nn)-+-a(p  — N n )(p  — iNT/a— — ■ ï ) = 0 . 

On  déterminera  d’abord  les  valeurs  des  expolànts  m 
8c  p par  la  première,  & par  la  fécondé  équation. 
Si  ces  valeurs  font  réelles  8c  finies,  on  les  fubftituera 
au  lieu  de  w,  & de  p dans  les  deux  autres  équations, 
& on  cherchera  enfuite  les  valeurs  de  IV,  & de  IV', 
que  donnent  ces  deux  dernieres  équations . Si  ces  va- 
leurs font  des  nombres  entiers  pofitifs,  ou  zéro , les 

deux  équations  finies  y — Axm-¥Bxm~+"-+&c.i  & 

t-BV- — 'r&c.  feront  deux  intégrales  parti- 
culières de  la  différentielle  propofée  (M)  ; la  fuite  A*m 
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-+Bx”~‘r "—h (D"c.  ayant  le  nombre  des  ter- 
mes N-+- 1,  8c  fes  coefficients  B , C,  Ô*c.,  étant 
déterminés  par  les  formules  du  premier  cas  general  ; 8c 
de  même  la  fuite  A' — t-BV”-  " -4-C'xp~~ sn -+&c.  , 
ayant  le  nombre  de  termes  N*  -+•  1 , 8c  fes  coefficients 
étant  déterminés  par  les  formules  du  fécond  cas  gene- 
ral. On  trouvera  de  cette  maniéré  les  cas  particuliers, 
dans  lesquels  l’equation  différentielle  (M)  a pour  inté- 
grales particulières  les  deux  équations  y — Axm  -t-  ÔV., 
8c  y=zA'J-+<2c.  C.  j£.  F.  T. 

D X X V 1 1. 

Corollaire  I.  Les  deux  premières  des  quatre 
équations , dont  nous  nous  fommes  fervis  dans  le  troi- 
fieme  Cas  general  donnent  g — — cm  — <*(mw  — »»), 
8c  b — — fp — b(pp — p)  . Subftituant  pour  Æ , fa 
valeur  dans  la  troifieme  équation  h-+f(m-\-Nn)-+ 
b ( m — N n)  (m -4-  Ar n — i ) = 0,  on  aura  — fp  — bX 
( pp — p)-+f(m-4-Nn)-+b(m-*-Nn)(m—irNn — 1) 
= 0,  doit  l’on  tire  /( — p-¥m-¥Nn)  — b(pp — p) 
— b (m  -+  N n)1  -4-  b (m  -¥  Nn)  ; par  confequent  /= 

-Ly = -p—fm-t-Nn)}; 

— p-fm-fN»  L 1 

J — p — m — — 

— 1 — p — m — Nn  , 8c  N— - — . Or 


Digitized  by  Google 


424  Elemens  du  Calcul  Intégral 

nous  a/ons  démontré,  que,  fi  N e(l  un  nombre  entier 

pofitif,  ou  zéro,  l’equation  finie  /=z  Axm  -+■  B xm~¥* 

— +*Cx”’-t'  »-ÔV. , après  y avoir  fubftitué  la  valeur 

de  m tirée  de  l’equation  g-+cm—»r  am.m  — 1=0, 
& les  valeurs  des  coefficiens  B,  C,  D,  &c.  tirées  des 
formules  du  premier  Cas  general , fera  une  intégrale 
particulière  de  l’equation  différentielle  (M),  & que  le 
nombre  des  termes  de  la  fuite  A xm  —t*  B *'*  -f‘ * &c. 

fera  N-*- 1;  donc  ce  fera  la  même  chofe , lorfque  la 

quantité  l i fera  un  nombre  entier  pofitif, 

oh  zéro,  & alors  on  trouvera  l’intégrale  complette  de 
(M)  par  le  Problème!.,  puifque  la  fuite  finie  Axm—t* 
B xm  ÔV.  eft  une  fonélion  de  x. 


De  même,  fi  on  fubflitue  pour  g fa  valeur  — -cm 
• — '«(m — 1)  dans  la  quatrième  équation  g— bcÇp — 
N'n)-+a(p — N'n)  (p — Nn — 1 ) =0  , on  aura 
— cm  — a (mm  — m ) —¥c(p  — Nn  )-¥a(p  — N n)  X 
(p  — N'n — i ) = 0 , d’où  Ion  tire  r(  — m-k-p — Nn) 
z=z  a (m  m — m ) — a (p — N n)1  — t-  a (p  — N'n)  ; par 

confequent  = *X 

•£  1 — m — (p  — AT»)};  = l —m — (p  — N'n)y8c 

N‘=z 
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N 


/ — I 4^-fwH- 

n 


Or  nous  avons  démontré  que, 

fi  AT  eft  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro,  l’equation 

finie  y — A'x-hrB'^  ” -*-C" 't?  *”— ♦ -ÔV. , après  y 

avoir  fubftitué  la  valeur  de  p tirée  de  l’equation  b-+ 
fp-*bp(p — i)=o,  & les  valeurs  des  coefficiens 
jB',  C' , D\  (7c.  tirées  des  formules  du  fécond  Cas  ge- 
neral, fera  une  intégrale  particulière  de  l’equation  dif- 
férentielle (M),  & que  le  nombre  des  termes  de  la 

fuite  Ax  — +•  B V " — 4-  (7c.  fera  AT— t- 1 • donc  ce  fera 

la  même  chofe,  lorfque  la  quantité  ‘ ^ . ,7f._  fe, 

ra  un  nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  & alors  on  trou- 
vera l’intégrale  complette  par  le  Problème  I. 

Donc  lorfqu’après  avoir  déterminé  les  valeurs  réel- 
les de  m & de  p par  les  deux  équations  t- 

am(m  — ï )—o  8c  b ~+f p —i-b p (p — 1 ) = o,  on  trou- 
ve que  l’une  ou  l’autre  des  deux  quantités  i, 

t 1 eft  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro, 

on  trouvera  l’intégrale  complette  de  ( Af ) par  le  Pro- 
blème I.  Mais,  fi  les  quantités  font  toutes  deux  des 

nombres  entiers  pofitifs,  ou  zéro,  l’intégrale  complette 

H h h 


\i6  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

de  (M)  fera  yz=Axm  ~^Bxm-+n  ~^Cxm~¥in  -+ÔV.  -+ 

A'xP  -bB'xp~’’~ t-Cxp~~  ln-i-&c.1  après  avoir  fubfli- 
tué  dans  les  deux  fuites  les  valeurs  de  m & de  p,  8c 
celles  des  coefficiens  A,ByC,(D‘c.,A'iB'yC  &c.y  car 
cette  intégrale  contiendra  deux  confiantes  arbitraires 
A , 8c  A\  A fe  trouvant  dans  tous  les  termes  de  la 
première  fuite,  8c  A'  dans  tous  ceux  de  la  fécondé. 

DXXVIII. 

Corollaire  TI.  Une  équation  différentielle  quel- 
conque , de  l’ordre  8c  de  la  forme  de  l’equation  gene- 
rale (M),  étant  donnée,  on  peut  aifément  trouver  fi 
elle  efl  intégrable  par  le  Problème  III.,  8c  quelle  efl 
fon  intégrale  complette . Pour  cet  effet,  i.°  On  éga- 
lera tous  les  terme;  de  l’equation  donnée  aux  termes 
homologues  de  l’equation  (M),  8c  on  déterminera  par 
l'a  les  valeurs  des  lettres  »,/»,£■,/,£,  8c».  a.°  On 

fubftituera  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  g-^-cm 
— m)  — o,8cb-+fp-¥b(pp — • />)=o;  enfui- 
tc  on  cherchera  par  ces  deux  équations  les  valeurs  de 
m 8c  de  p.  3.0  Si  ces  valeurs  ne  font  ny  imaginaires 
ny  infinies,  on  les  fubffituera , aufli  bien  que  les  va- 
leurs des  autres  lettres  » dans  les  deux  quan- 

. I — p — m — — - — I -p-+m — I 

tites , 8c  - . Si  après  ces  fub- 
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ftitutions  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  quantités,  ou 
toutes  les  deux  deviennent  des  nombres  entiers  pofitifs 
ou  zéro,  on  trouvera  l’intégrale  complette  de  la  diffé- 
rentielle propofée  par  le  Corollaire  precedent . 

Exemple  I.  Soit  l’equation  donnée  (1— t-x*)X 
d--"  -+■  ( 1 -r  2 x*  ) — y(^-4-6x*  ) — o.  En  la  com- 

parant avec  l’equation  generale  (M),  ou  (<t-+-bxn)  X 
c-*.fx  ) — — *ry(g-+bx  )~0,  on  trouve- 
ra  a=s  1,  b—i,  c—  1 ,/=  2,  g = — 4,  Æ = — 6,  8c 
n — 3;  l'equation  g = — cm — devient  4 = 
mm , d’où  l’on  tire  m = 2.  L’equation  .6= — fp — > 
b{pp — p)  devient  6~pp-\-p\  d’où  l’on  tire  p = — 
3,  & p—2.  En  fe  fervant  des  valeurs  2 = w,  & — 

. 1 —p  — m i , 

3=p,  l’equation  JV= devient  JV= 

I ; ~ 2 2 =0,  & l’equation  N'-=  - — de- 

vient N'=  1 — ■.  -+■ 1 — 1 — — -L  , On  aura  donc,  pour 
intégrale  particulière  de  l’equation  donnée  y=zAxz  ; 
& en  effet,  fi  on  fubftitue  Ax%  pour  /,  2 Axdx  pour 
dy,  zAdx*  pour  ddy  dans  l’equation  donnée,  elle 
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deviendra  identique.  Mais  l’autre  intégrale  particulière 
y A x ’ —4"  B x — 4 Ô1  c.  n’aura  point  lieu , puifque 

AT  n’eft  pas  un  nombre  entier  pofitif  ny  zéro. 

Si  on  s’etoit  fervi  des  valeurs  2 = w,  8c  i—p, 
on  auroit  eu  les  équations  N= — y,  8c  N ' — qui 

ne  donnent  point  d'intégrales  finies,  8c  N'  = Oy  qui 
donne  l’intégrale  A'  x1  , qui  cft  la  même  que  nous 
avons  trouvée,  en  fuppofant  2 8c  — 3==/>.  Enfin, 
fi  on  fe  fert  des  valeurs  — 2 = w,  & — 3=p,  on  aura 
N—~,  & N' ~ — y qui  ne  donnent  point  d’intégra- 
les finies , 


Exemple  II.  Soit  l’equation  donn5e  (i-t-x’JX 
_ — h(5-4-2*  )-rT— /(12-H-d*  ) = o.  ‘En  la 
comparant  avec  l’equation  (M),  on  trouve  a—i , b — 
1 ,/==*, c=5,g  = — 12  ,£= — 6,8cn=z%,  L’equa- 
tion g = — cm — a(mm  — m ) devient  12  = m»m- 
4»i,  d’où  l’on  tire  m=2,  = L’autre  équa- 

tion ^ = — fp  — £(/>/> — p)  devient  6=pp-+p;  d’où 


l’on  tire  p——  3,  &/>  = 2.  En  prenant  w = 2,  & 


P = ~3> 


on  trouve  Ar= 
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=0,  8c  N'= 
donc  les  deux 


— — H />  — K-  m — ■ I 

i 


< — î — t-  ï — l « 

= - — — — i . On  aura 


intégrales  particulières  y = Axïi  8cy=z 
n-=zA'x~  ’6  . Mais  par  ce  que 


_/T  i^cp^a^p-p) 
fn— i-àn{lp  — n — 1) 


A\  cette  intégrale  fera 


y—Ax1-+A'  x l-»r^A'x  6 . En  effet,  fi  on  fub- 

% 

ftirue  cette  valeur  de  / , & les  valeurs  de  fes  différen* 
ces  premières  & fécondés,  pour  y,dy,ddy  dans  l’equa- 
tioçt  donnée,  on  trouvera  qu’elle  devient  ideutique. 


D X X I X. 

Corollaire  III.  Si,  en  fuppofant  L.e=  i,  on 
fait  y — eS'uds  t on  aura,  en  différentiant , —■  = 

(~T7-^UU)  • Subftituant  ces  và- 

’ d x1  v y 

leurs  dans  l’equation  (Af),  on  aura  pour  fa  transfor- 
mée ( K) , ( a—¥b  x” ) x* d u -+  (a  -^bx”)  u2  x‘  dx— t-(r— H 
fx")uxdx-b(g-*-bxn)dx-*-o  ; équation  différentielle 
du  premier  ordre  , qui  fera  intégrable  dans  tous  les 
cas,  dans  lefquels  on  pourra  intégrer  l’equation  (M); 
c’eft  a dire,  dans  tous  les  cas,  dans  lefquels,  après 
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avoir  déterminé  les  valeurs  de  m 8c  de  p par  les  deax 

équations  £= — c m — • a (m  m — m)  , 8ch=: — fp — 
(pp~~p)i  on  trouvera  que  N , ou  AT  efl  un  nombre 

entier  pofitif,  ou  zéro  dans  les  équations  N= - : 

& N'— -Z— — Car  fi  on  fait  on  aura 

n y « * ' 

= & fubftituant  ces  valeurs  pour»*  5c 

pour  d u dans  l’equation  ( l7) , on  retrouvera  l’equatio  n 
(M).  Suppofé  donc  qu’on  ait  trouvé  une  intégrale  de 
l’equation  ( M)  8c  que  cette  intégrale  foit  y = X fon- 
ction connue  de*,  on  aura  dy=d  X=X'd  * , X' étant 
encore  u ne  fonétion  connue  de  * ; & fubftituant  ces  va- 
leurs pour  y & pour  dy  dans  l’equation  « = yfc,  on 

aura  » = -j-  fonction  connue  de  * , qui  fera  une 
intégrale  de  l’equation  ( V). 

DXXX. 

Remarque.  Si  on  transforme  l’equation  ( P') 
én  d’autres  équations  différentielles,  elles  feront  toutes 
intégrables  dans  les  Cas,  dans  lefquels  l’equation  (M) 
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peut  s’intégrer;  8c  on  peut  trouver  par  ù une  infinité 

d’équations  différentielles  du  premier  ordre,  qu’on  pour- 
ra intégrer  en  les  reduifant  a l’equation  différentielle 
du  fécond  ordre  (M).  Nous  allons  en  donner  des 
exemples  dans  le  Problème  fuivant  8c  dans  fes  Corol- 
laires . 

/ 

D X X X I. 

Problème  IV.  Transformer  l’equation  différentiel- 
le (J/),  (a-+- b u”)  x1  d b u”  ) U2  x2  d X -+(c-+- 

fx  ) uxd x — t-  ' g — hbx”  )dx-^=zo  , dans  une  autre  de 
trois  termes  de  la  forme  fui  vante  dz-*-Pz2dx-+- 
Qdx  — o,  P 8c  jetant  des  fondions  de  x. 

Solution.  En  fuppofant  « = Xz,  on  aura  du 
= zd X-+Xdz  , 8c  fubflituant  ces  valeurs  pour  «,  Sc 
pour  du  dans  l’equation  ( V)  , on  aura  la  transformée 
(a —¥ b xn  )zx2  d X-+  (a-+b  x”  ) x2  Xd z—¥(a— 

X2  z2  x2 d x—*-(c  —4 -f  x”)Xzxdx-+-(g—hbx”)dx=zo. 
Suppofant  enfuite  (c-^fx’’)Xzxdx-^(a—¥bxa)X. 
zx2dX=o1  ou  bien  , en  divifànt  par  zx,  (c-+-/x")X 
Xdx— t-(,r— \-bxn)xdX—oy  la  transformée  dans  cette 
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fuppofirion  Jera  (a-4rbxn)x1Xdz-\‘(a-b*bxn)  X 
X*  z2  xzdx-4r  (ig— f*  <6  #")  </x  = ®>  ou  dz-4-z2Xdx  — h 
qui  a la  forme  qu’on  cherche,  pourvù  que 
X foit  une  fon&ion  de  x.  Or  on  trouve  cette  valeur 
de  X par  l’equation  (c-\‘fxn)Xdx-\-(a-irbx’,)xdX 
= o ou  Ie  y - -+~-r  — o.  Car,  en  donnant 
au  premier  membre  de  cette  équation  la  forme  fuivan- 

a e x 1 dx-+ a fx"  ' d x r • „ i 

te  ; , n on  y ajoute,  & quon  en 

S 4 —L*  X b X 

• b c xn““  1 d t 

retranche  en  môme  tems  la  quantité  ; — — - , on 

aura  pour  ce  premier  membre 


4-*  A*" 


acx  ldx-*-bcx”  'dx-\-afxn  'dx — bex*~'dx  ed  x 

a x 


aa—ïabx* 


( af  — b c)  Xn  'dx  n ii  • • r cdx 

: « 1 équation  entière  fera  — 

* r A *"  ï * 1 ox 


a(a-+b x"  ) 

(«/ — bç)xn~ldx  . dX  


-t--Y-==o,  dont  l’intégrale  efl  — L.x 

(«-t-Ax")  X ’ ° a 


( 4 f A f ) 

a bn 


. L.  (a  — t-  £ *”  ) — +•  X — o , en  fuppofant 

b a f 

la  confiante  =o.  Donc  I~X—-LL-r^-'-L.(a-hb»H) 

non  > / 

— ^L.x=zL.{a-*bx'’  y71'—  L*7=. L^?—  ; 


pair 
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par  confequent  X = 


ir—.f 
* è * 


■ , fonélion  de  x 


Donc  la  transformée  d z — h z1  Xd  x — t-  -■£  ^ h *■  ^ * ■ = o , 
en  y fubftituant  la  valeur  de  X,  qu’on  vient  de  trou- 

h.  — .f 


ver 


, fera  ( ‘ ‘ ■ -4- r" > » ,v ■' * 


(«H-**’) 


= o , que  nous  defignerons  par  (Z).  C.  Jg.  F.  T. 


DX  XXII. 

Corollaire  I.  Cette  équation  (Z)  fera  intégra- 
ble par  le  Corollaire  III.  du  Problème  III.  toutes  les 
fois  qu’après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  w,  & de  p 
par  les  deux  équations  g = — cm — a(mm  — /»),  & 
b — — fp — b(pp — />),  on  trouvera  que  N , ou  N' 
eft  un  nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  dans  l’une  & 

l’autre  de  ces  deux  équations,  N— - , & N' 

= - . Si  N eft  un  nombre  entier  pofitif  ou 

zéro,  on  aura  l’equation  p = A x?" B k™  -\r 

Cxm~+ln-+  (7c.;  N-hi  étant  le  nombre  des  termes 

I i i 
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de  cette  fuite,  & les  coefficients  B,  C,  D,  ÔY.  étant 

déterminés  par  le  premier  Cas  general  da  Problème  III. 
Alors  on  aura  u=--  — = 

y a x 

r*  A xn~  1 -b(  m -*■  »)  P x”  * " — ' ( m i »)  C rm  •*  1 *—  1 -j.  &e. 

A x‘ 1 -H  ti  x”  " -+  J *•"  ^ 1 " -+&C. 

( Probl.  III.  Coroll.  III.  ) , &,  par  ce  que  les  valeurs 
des  coefficients  B,  C,  D,  ÔY.  font  chacune  des  pro- 
duits de  la  confiante  arbitraire  A multipliée  par  d’autres 
confiantes  déterminées  ( Probl.  III.  Cisl.  ),  il  efi  évi- 
dent que  cette  confiante  arbitraire  A s'évanouira  de  la 
valeur  de  k,  en  divifant  par  A le  numérateur,  & le 
dénominateur  de  la  fraélion  qui  efi  =«.  De  plus, 
par  ce  que  dans  la  folution  du  Problème  IV.  nous 

r 

avons  fuppofé  Xz  — u , z = — , . X 

m A xm  T -4-  ( rn  -4-  n)  B tm  n ~~ 1 -4-  ( m -H«)Cx"*~*  1 " ~ 1 &e. 

A x n -+  B xm  - " H-  C x”  1 " -+  . 

-+-  A confiante  arbitraire , équation  qui  fera  l’iutégrale 
complette  de  l'equation  différentielle  ( Z ) . 

Si  W efi  un  nombre  entier  pofitif  ou  zéro , on 
aura  l’equation  y^=zA ’x  -4- B V ~-*-ôY.; 

N— h i étant  le  nombre  des  termes  de  cette  fuite,  & 
les  coefficients  B\  C',  D',  ÔY,  étant  déterminés  par 
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le  fécond  Cas  du  Problème  III..  Alors  on  aura  » = 

d y __  pA'x?~  '-+(/>— .»)  B 'xf~~  ***■ 1 -+(/>—  xri)Cxf~xn~~l-+&c. 
t**  A ’xF  -+  B 'xf~m~*-C'xr~x 

fraction  d’où  la  confiante  arbitraire  A'  difparoitra  par 
la  divifion.  Donc  l’intégrale  complette  de  l’equation 

9 

différentielle  (Z)  fera  dans  ce  Cas  z = ti_ mf  X 

(4-J-4*")  “im 

pA'xt^'-t-jp  — n)  S xf"~m~l  -t-(  p — — i9-+&e.  £ 

A'x? -+ b' xe  * -t- C xf  ~ 1 " Crc. 

confiante  arbitraire . 


DXXXIII. 

Corollaire  II.  On  peut  par  différentes  fuppo- 
fitions  déduire  de  l’equation  (Z)  une  infinité  d’autres 
équations  différentielles  toutes  intégrables  de  la  même 
maniéré,  dont  on  fe  fert  pour  intégrer  cette  équation 
(Z).  En  voici  quelques  Exemples. 

Si  on  fuppofe  bc  — af  dans  l’equation  (Z) , elle 

t t 

deviendra  (G)dz— hz2  x d x—¥  ^ ~+f>x  ^ — — =© 

' ' a -+  b xn 

m — * 

& fi  on  fait  dans  celle-cy  x = r,  on  aura  x = 
« * ~ ^ 

r‘~‘  y dt , & fubflituant  ces  valeurs 
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pour  x 8c  pour  dx  dans  l’equation  (G),  on  trouvera, 


reduélion  faite,  l’equation  (H)d  z—h 

a Cg  —bit ^ d t __ 

( a — f)ia^4r 

cm  — a (mm  — w),  8c  h ~ — fp — b (pp — p)  y par 
lefquelles  on  détermine  les  valeurs  des  expofans  m , 
& p , la  première  ne  change  point , & la  fécondé  de- 


:o.  des  deux  équations  g = — 


vient  b — ( cp~+a.pp — p)  , en  y fubftituant 


bc 


— au  lieu  de  f.  Des  deux  autres  équations  N~=, 

I — P — ”* 7 o »,/  I , . , 

- , 8c  N = - , la  première  de- 


• 1 P * _ 

vient  N— - , la  fécondé  demeurant  la  mê- 

me,  de  forte  que,  fi  N~oy  on  aura  aufli  N'=.o. 
Si  N eft  un  nombre  pofitif,  N'  fera  le  même  nombre 
pris  négativement,  8c  réciproquement.  Donc  les  deux 
équations  (G)  8c  (H)  feront  intégrables  par  le  Corol- 
laire precedent,  lorfqu’on  aura  “ = 1 — p — m,  ou 

-~=zp-i-m — x,  8c  encore  lorlque  - } ou 

~+  p —t*  wi  — i ( _ i _ 

- fera  un  nombre  entier  pofitif  ou  négatif. 
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Si  on  fuppofe  de  plus  c = o dans  l’equatiou  (G), 

elle  deviendra  Hl  — n & on 

(rf-t-A*")*1  7 

aura  les  équations  g — — a (mm — w),  & <6  = — l?X. 
(pp—p)  i N—  '~p~m  ; & AT  = -*—  ; par 

confequent  i’equation,  que  nous  venons  de  trouver  fera 


Y— P—’ 


fera  un 


intégrable , lorfque  — - , ou 

nombre  entier  pofitif , ou  négatif,  ou  zéro . 

Si  on  fuppofe  c — a dans  l’equation  (G),  elle  de- 
viendra  az-i v — = 0 , qui  iera  uite- 

grable  par  le  Problème  precedent , lorfque  — fera 


un  nombre  entier,  politif,  ou  négatif,  ou  zéro. 

Si  on  fuppofe  c = — a(n — 1)  dans  l’equation 


i—f 


(Z),  elle  deviendra  (K),  dz-*-(a-+b  x”) 

1 , . (*-*■*>*)** 

dx—\ 


X 


J » 
X X 


-jrn=o,  & cette  même 


■ bx •)  ** 


> — f 

♦ n 


équation  (X),  en  faifant(<?-+-£*’’)  =f,  après  les 

fubflitutions  & les  redu&ions  ordinaires,  devient  (£), 


dx—+ 


Z*dt 

ù-f 


( 

\ J1  , 

. — — .---r- 

) r*  ^ <y  f 

(*— -) 


=s  0 . Ces  deux 


Digitized  by  Google 


438  Eléments  du  Calcul  Intégral 
équations  ( K ) 8c  (L)  feront  intégrables  par  le.  Corol- 
laire precedent,  lors  qu’après  avoir  déterminé  les  va- 
leurs de  p 8c  de  m par  les  deux  équations  b — — fp 
— £(/>/> — p)  1 &£= — cm — a (m  m-—m)  = am(n — 
w),  on  trouvera  que  N,  ou  AT  eft  un  nombre  entier 
pofitif,  ou  zéro  dans  les  deux  autres  équations  N= 


& AT= 


trouve  en  fubflituant  1 pour  -y  . 


D X X X I V. 

Remarque.  On  peut  encore  refoudre  le  Problè- 
me IV.  de  la  maniéré  fuivante.  On  fuppofe  u—Xz 
— 1-  R , R étant  une  fonction  inconnue  de  x,  & X en 
étant  une  autre  prife  a volonté,  8c  dont  on  connoit 
par  confequent  la  différence  dX=X  dx . On  aura,  en 
différendant  du  = Xdz-+zX  d x-+d R,  & fubftituant 
ces  valeurs  de  «,  & de  du  dans  fequation  (F),  ou 
(a b x" ) x1  d u — f-  (a -+- b x”  ) uL  x3  d x — t-  (r — *-/ V ) u x d x 
—*-(g-*-bx’")dx—0)  on  trouvera  pour  la  transformée 

(a-+bxn)xtXd%-+(a— i-bxH)»lzX  dx-4-(a-ïbxm)X 
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x1  d R -+•(  a — Srb  x")  x1  X1  z1  dx— H 2 (a—\-bx,)x*  XRzdx 
y-bxn)  x1  R1  dx  — *- (c-+fxn)  Xzxdx  — h(r— l +*/*")  X 
Rxdx-+Ç(r—i-ibxn)dx  — o. 

Pour  donner  a cette  transformée  la  forme  qu’on 
demande  dans  le  Problème  IV.,  on  fera  évanouir  les 
trois  termes  affeclés  de  z,  en  fuppofant  («-+•  b x")  X 
x1  zX'  dx—¥(a— t-bx”)  x1  zX'd  x-+- 1 (a—*-bx”)x1X  Rzdx 
— *-(r-+-/V,)Xzx</x==o,  8c  on  tirera  de  cette  équation 
la  valeur  de  i?  = — — ^ — , qui  fera  une 

2X  (a-t-ix  ) 

fonclion  connue  de  x.  Puifqu’on  fuppofe  que  X 8c  X' 
font  des  fondions  connues  de  x,  &,  en  différentiaut , 
on  connoitra  d Ry  que  nous  fuppoferons  = R'dxy  R' 
étant  une  fonélion  connue  de  x . 

Or  la  transformée,  après  en  avoir  retranché  les 
trois  termes , que  nous  avons  fait  évanouir , 8c  fubftitué 

R'dx  pour  dRy  devient  (i'’),  (ti—*-bxn)x2Xdz  — +■ 

(ti-+bxn)  x1  R'd  x— 1-{  a-¥bx~)x~  X1  z~  dx  — b (a— \-bxn)X 

x*  R*  d x -+■  (c  — bf x*  ) R x d x (g-+  b x"  ) dx—o , qu’on 


réduit,  en  divifànt  par  ¥bx"  ) x2  X,  a la  forme  dz 

f A'  R'  . , 

— +- z Xdx-*-<—-¥  — — l ; — r dx^zo 


qui  eft  celle  qu’on  demandoit  dans  le  Problème  IV. 
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On  trouvera  l'intégrale  de  cette  équation  (P)  de 
la  même  maniéré  que  nous  avons  trouvé  celle  de  l’e- 
quation  (Z)  dans  tous  les  Cas , dans  lefquels  , après 
avoir  déterminé  les  valeurs  de  m 8c  de  p par  les  deux 
équations  g = — cm  — a (mm  — m ) , 8c  b = — f p — ■ 
b(pp — />),  on  trouvera  que  N , ou  N eft  un  nombre 
entier  pofitif,  ou  zéro  dans  les  deux  autres  équations 


N=z 


1 — p — m — — 


-,  8c  N1  — - 


On  pourra  aufli  tirer  de  l’equation  (P)  d’autres 
formules  d’équations  différentielles  intégrables  dans  les 
mêmes  Cas,  8c  de  la  même  maniéré,  en  faifant  diffé- 
rentes fuppofitions  pur  rapport  aux  confiantes  & aux 
variables,  qui  entrent  dans  cette  équation.  Nous  ne 
nous  étendrons  point  fur  cette  matière,  qui  n’a  d’autres 
difficultés  que  le  choix  des  fuppofitions,  8c  la  longueur 
des  calculs.  Nous  remarquerons  feulement  que,  la  fon- 
élion  X étant  arbitraire,  elle  fournit  une  infinité  de 
fuppofitions  geherales  différentes. 


D X X X V. 

PROBLEME  V.  L’intégrale  de  l’equation  différen- 
tielle de  trois  termes  (F),  ^Ji~° 

étant  donnée , trouver  celle  de  l'equation  différentielle 
de  quatre  termes  ( G ) , Qy  — h R — o , 

P,  R «ant  des  fondions  de  *,  & </*  confiante. 

SOLU- 


/ 
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Solution,  i?  Suppofé  que  l’equation  « = X 
fon&ion  connue  de  * foit  l’intégrale  donnée  de  l’equa- 
tion  différentielle  (F):  prenez  la  différence  dX  de  cet- 
te fonction,  & divifez-la  par  dx , pour  avoir  X'  autre 
fonélion  connue  de  x. 

2?  Cherchez  (par  l’Art,  ccclxxxii.)  l’intégra- 
le de  l’equation  différentielle  dr  rQ£.d* — — 

= 0,  dans  laquelle  -^1-,  & -jr-  font  des  fondions 
connues  de  x , & que  cette  intégrale  foit  r — Z autre 
fonction  connue  de  x:  prenez  en  la  différence  dZ , & 
divifez-la  par  </x,  pour  avoir  Z'  fonélion  de  x. 

3 ? Cherchez  encore  ( par  le  meme  Article 
ccclxxxii.  ) l’intégrale  de  l’equation  différentielle  d a 
— V * — Z'dx  — o,  & que  cette  intégrale  foit 
% — T fonélion  de  x,  on  aura  l’equation  y — Z — T 
ponr  l’intégrale  de  l’equation  différentielle  de  quatre 
termes  (G).  C.  F.  T. 

Démonstration.  Si  on  fuppofe  dy—bTzdx 
= 0,  T 8c  % étant  deux  nouvelles  variables,  on  aura 
d y — — -T  zd  x , & d dy  — — T d zd  x — zd  T d x . 

Subftituant  ces  valeurs  pour  dy , & pour  ddy  dans 

l’equation  (G),  on  aura  — T-^ • — ïPT-+ 

K k k 
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i • * d x 

6)y—hR.  = 0y  ou,  en  multipliant  par  -jr,  8c  chan- 
geant les  lignes  d as  -4-  z P d x -4-  -a^Tdx- — 

° ° Taxi 

R d x • • 

— — = o;  ajoutant  l’equation  dy  -*-zT  d x = o , on 
aura  (H),  dy-^-dz-^ÇzT-¥zP-¥-—jj — &y-')dx 

Y~~o.  Cette  équation  (H)  feroit  intégrable,  fi 

elle  pouvoit  fe  réduire  a la  forme  (-K),  dy-*rdz- *- 

(y—¥z)Vdx ^b=o,  fuppofé  que  V 8c  T fulTent 

des  fondions  connues  de  x;  car  en  faifant  r=y— i-z, 
on  auroit  dr  = dy-+dzy  8c  l’equatiou  (JC)  devien- 
droit  dr-k-rVdx — — </x  = o,  dont  on  trouveroit 
l'intégrale  y — Z fon&ion  connue  de  x (par  l’Article 
ccclxxxil),  &,  en  différentiant,  ou  auroit  dr=zdy 
~+dz~d  Z = Z'd  x,  & d y — Z'd  x — //as,  Z'  étant 
encore  une  fonflion  connue  de  x.  Enfuite  fubflituant 
pour  dy  fa  valeur  Z'dx  — dx  dans  l’equation  ///— t- 
zT dx  — o , on  auroit,  en  changeant  les  lignes,  dz  — 
zTdx  — Z'dx  = Oy  autre  équation,  dont  on  trouve- 
roit encore  l’intégrale  z — T , fonélion  connue  de  x 
(par  l’Art,  ccclxxxii.).  On  auroit  donc  par  les  fup- 
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pofitions  que  nous  avons  faites  y — Z — F,  pour  l’in- 
tégrale de  l’equation  différentielle  de  quatre  termes 
(G).  Car,  puifque  r=zy-+z,  r — Z , & z = F,  on 
aura  y — r — z = Z — T fonélion  connue  de  *.  Il 
ne  s’agit  donc  plus  que  de  réduire  l’equation  ( H ) a la 
forme  (K),  & de  trouver  les  valeurs  de  T & de  V 
en  fondions  de  #. 

Or  l’equation  (H),  ou  <//-+•</*-+-(«  T-+- * P -+■ 
Y~ — =0  fe  changera  en(üC),  ou  dy 

— \-dz— h(z— k-y)  Vdx — = fi  on  fait  ( T— t-  P -+■ 

-7Îr)*-4 l-v*-+rf,  ou  t-+p-+-£7=— 
& (>)d x-*-TTd x-*-PT d x-+dT—o.  De  plus, 

fi  on  fuppofe  u=e*',dx , t étant  une  nouvelle  varia- 
ble, & L.e—  1,  on  aura  du~eS',d*  rdx , ddu  = 
eS',Jx dtdx—i-cS'“i*trd x *;  & fubftituant  ces  valeurs 
pour  d«,  & pour  dans  l’equation  de  trois  termes 
(F)  on  la  transformera  dans  l’equation  fui  vante, 

laquelle 
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étant  divifée  par  es'llix  , 8c  multipliée  par  dx , devient 
Qd x—b trdx-bP td x—bdt  — o , équation,  qui  eft  la 
même  que  Qd *-+TT d x —bPT dx-bdT  = 0 , que 
nous  avons  trouvée  cy-deflus  ; donc  les  valeurs  de  r, 
& de  T,  qu’on  trouveroit  en  intégrant  ces  deux  équa- 
tions doivent  être  la  même  fonflion  de  x. 

Maintenant,  pour  trouver  cette  fonélion  de  #, 
qui  eft  =T,  on  fera  attention  aux  trois  équations 
T=r,  « = X,  8cu=cs-,dg,  d’où  l’on  tire  X=es'TJ*, 
par  confequent  L.X=L.es‘rd*~S.T  d x.L.e  — S.T  d x , 
a caufe  de  L,c—i.  En  différentiant  de  part  8c  d’autre, 
on  aura  -j-  =zTdx;  mais  on  fuppofe  icy  dXz=zX'  dxy 
donc  on  aura  T=  — , fon&ion  connue  de  x;  8c  puif- 
que  V=.-—  -^r,  on  aura  aulfi  V— — fonélion  con- 

• R d x 

nuë  de  x.  Donc  l’equation  dr—br  Vdx  — = o de- 

* j j r P X dx  R.  X j 

viendra  dr y""*—0*  comme  nous  la- 

vons  mife  dans  la  folution , 8c  fon  intégrale  fera  z—F 
fonélion  connue  de  x.  Donc  l’intégrale  de  l’equation 
différentielle  de  quatre  termes  (G)  fera  y —Z — T. 
C.  Q F.  D. 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VIII. 


445 


D X X X V I. 

Corollaire  I.  L’equation  différentielle  de  qua- 
tre termes  (G)  fera  intégrable  dans  tous  les  Cas,  dans 
lefquels  l’equation  différentielle  de  trois  termes  (F) 
pourra  s’intégrer. 

DXXXVII. 

Corollaire  II.  Pour  trouver  une  intégrale  de 
l’equation  différentielle  de  quatre  termes 
-+Qy -+R~ »,  on  n’a  qu’a  retrancher  de  cette  équa- 
tion le  terme  /?,  & ayant  mis  u pour  y dans  les  au- 
tres termes,  chercher  par  les  Problèmes  precedens  l’in- 
tégrale de  l’equation  différentielle  de  trois  termes 

dxx 

-+  -H-  Qu  = o . Enfui  te  on  trouvera  l’intégrale 

de  l'equation  différentielle  de  quatre  termes  par  le 
prefent  Problème  V. 

DXXXVII  I. 

Problème  VI.  Une  intégrale  particulière  de 
l’equation  différentielle  de  trois  termes  Au-±2AJL 
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— h - ■■  \-  = o étant  donnée,  trouver  l’intégrale  com- 

d x 

plette  de  l’equation  différentielle  de  quatre  termes 

A , B,  C,  D étant  des 

fondions  de  #,  & d x confiante. 

Solution,  i?  Divifez  les  deux  équations  pro- 
pofées  par  la  fonflion  C,  & ayant  fait  -£=/*, 


B 


— reduifez  ces  deux  équations  aux  fui  vantes 


(f) 


d d u 


P du 


-4 — Oj  & 


d x 


Pdf 


dxx 


d x 


Qj/  — H B — o • 

2 ? L’intégrale  particulière  donnée  de  l’equation 
différentielle  de  trois  termes  (F)  étant  fuppofée  u = X 
fonélion  connue  de  #,  cherchez  par  le  Problème  I. 
une  autre  intégrale  particulière  de  la  même  équation 
(F),  &•  que  cette  fécondé  intégrale  foit  reprefentée 
par  l’equation  «=Z,  autre  fonélion  connue  de  x. 

3 ? Cherchez  enfuite  par  le  Problème  V.  les 
deux  intégrales  particulières  de  l’equation  différentielle 
de  quatre  termes  ( G ) , lefquelles  repondent  aux  deux 
intégrales  « = X,  & « = Z,  & que  ces  deux  intégra- 
les de  l’equation  ( G ) foient  reprefentées  par  les  deux 
équations  fuivantes  y — V fonélion  connue  de  * , & 
y~T  autre  fonélion  connue  de  a,  on  aura,  pour 
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l’intégrale  complctte  de  l'equation  (G),;=iF-+di', 
a 8c  (3  étant  deux  confiantes  arbitraires. 

Car  puifque / = P,  Sc  / = .T  font  deux  intégra- 
les particulières  de  l’equation  différentielle  (G),  ces 
deux  équations  y — aV,  8c  y^=.$r  en  feront  aufft 
deux  intégrales  particulières  & l’equation  P-+-0/' 

en  fera  l’intégrale  complette , ainfi  qu’on  l’a  vù  dans 
le  Chapitre  precedent. 

D X X X I X. 

On  voit  par  les  Problèmes  precedents,  qu’étant 
donnée  l’intégrale  d’une  équation  différentielle  de  trois 
termes,  de  la  forme  — 0,on  pourra 

toujours  trouver  l’intégrale  d’une  équation  différentielle  de 
quatre  termes , de  la  forme  -+•  -+■  Qy  -4-  P = 0 , 

P,  J3 , R étant  des  fondions  de  *,  8c  dx  étant  con- 
fiante; c’efl  a dire,  que,  fi  on  fuppofe  R = o dans 
l’equation  différentielle  de  quatre  termes,  & que  dans 
cette  fuppofition  on  trouve  l’intégrale  de  — h 

— +■  6)y  = 0 , on  trouvera  auffi  l’intégrale  de  la  diffé- 
rentielle, en  fuppofant  R fonélion  de  x. 

De  même  ft  on  trouve  l’intégrale  de  la  différen- 
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tielle  de  cette  forme  D — A y -+-  —*•  SJJjL  — „ ' 

7 <i*  dxx  1 

dans  la  fuppofition  de  D = o , on  pourra  trouver  l’in- 
tégrale complette  de  cette  différentielle,  en  fuppofânt 
D fonétion  de  x . Cette  méthode  feroit  applicable 
aux  équations  différentielles  du  3m«,  4m®,  &c.  ordre, 
avec  les  mêmes  conditions;  d’où  il  paroit  qu’on  pour- 
roit  conclûre  generalement  qu’il  en  feroit  de  même  a 
l’egard  de  toute  équation  différentielle  d’un  ordre  quel- 
conque; mais  nous  démontrerons  direélement  cette  bel- 
le propofition  de  Calcul  Intégral. 

DXL. 

Soit  l’équation  différentielle  ( A ) Ay 

■«»... -h- — X,  dans  laquelle  A , 

B , C y. ......... M,  X font  des  fondions  de  x;  fi  on 

a l’intégrale  d’une  différentielle  d’un  degré  quelconque 
de  la  forme  precedente , dans  la  fuppofition  de  X— o , 
on  pourra  auffi  trouver  l’intégrale , dans  la  fuppofition 
de  X fonélion  de  x. 

Pour  le  démontrer,  on  multipliera  l’equation  (A) 

par  % dxy  z étant  une  variable  indéterminée;  l’intégra- 
le 
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le  fera  S.Azfdx-+S.Bz~-dx-+S.Cz~-dx 


dx1 


S.D  z ^A-d  x—^&c.  — S.Xzd  x.  On  changera  enfuite 


dx' 

chaque  intégrale  precedente  , fçavoir  S.Bz~d  x y 
S.C d x , 5. Dz~~  dxy  en  fon  expreflion  équiva- 
lente (Art.  CCCXVII.  ) B z y — S.—-Bx-ydx;  Cz^L 

d . C s . r~  d1.  C 5 


r*  a .K*  z j TA  u y 


d*y^  d . D z d y 
dx  d X 


—~T y — S.~'  dx;  &c.  en  obfervant  que  le  ligne 

d,  d1,  &c.  de  différentiation  n’affeéle  que  les  quantités 
variables  qui  lui  font  jointes.  On  ordonne  enfuite  les 
termes  de  cette  équation  par  rapport  a/,  pour  avoir 
l’expreffion  y(Bz  — — ÔV.)-»-j£  X 

( Cz  — <?c. 

v dx  J dxx  \ J 


S. (Ai 


d.Bz  . dx.Cz 

J 


dxx 


<*.)/</•= 


dx' 


S.  Xzd x. 


d.Bz 


Suppofons  maintenant  lequation  (J5),  Az • 

t/*,  C J d^  • D Z y , i)  • « 

■ * ©V*  = o y lequation  precedente 

lu 


d»1 


dx * 
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(A)  fe  réduira  a celle-cy  (C),/(5z  — 


d'.Dz 
dx 1 


<J.Dt 


■ÔV.)' 


dx1 


(Dx 


— (D’c.)-¥(D'c.-=.S.xXd x.  Or  cette  équation  eft  d’un 
ordre  différentiel  moins  elevé  d’une  unité  que  la  pre- 
mière équation  (A).  Donc  i ? Si  on  a une  valeur 
de  z,  qui  fatisfaffe  a l’equation  ( B ) , on  aura  une  in- 
tégrale de  l’equation  (A)  en  fubifituant  cette  valeur 
dans  l’equation  ( C ) . 2 ? Si  on  peut  trouver  deux 

valeurs  de  * , qui  fatisfaffent  a l’equation  ( B ) , on  au- 
ra de  même,  en  fubflituant  ces  valeurs  dans  l’equation 
(C),  deux  intégrales  de  l’equation  (A),  au  moyen 
defquelles  on  fera  difparoitre  la  plus  haute  différentielle 
de  /,  ce  qui  donnera  une  fécondé  intégrale  de  la  pro- 
pofée;  & ainfi  de  fuite  on  trouveroit  différentes  inté- 
grales, fi  on  avoit  trois,  quatre,  8cc.  valeurs  différen- 
tes de  a;  & en  general  connoiffant  un  nombre  de 
valeurs  de  » égal  a celuy  de  l’expofant  de  l’ordre  de 
l’equation  (A) , on  auroit  le  valeur  finie  & algébrique 
de  cette  équation . 


DXLI. 

Si  on  multiplie  l’equation  (B)  par  /dx,  8c,  fi 
on  en  prend  l’intégrale  par  parties  comme  nous  avons 
fait  a l’egard  de  l’equation  (A),  en  faifant  difparoitre 
de  deffous  le  figne  S.  toutes  les  différences  de  z , on 
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aura,  en  changeant  les  lignes, /(Ba — ■ —d— 


451 

d . C z d1.  Dz 
dx' 


B d y C J1  y 

4x  dx1 


Dd\y 
dx 3 


■ÔV. ) zd> f =: con- 


fiante ; 8c,  en  faifant  yï?>  — +-  B C ■&-  -+■  D 

C'c.  = o,  & nommant  cette  équation  (D),  fi  on  or- 
donne l’equation  refultante  par  rapport  a z,  nous  au- 
roos (£) 

t(D  — Ô*c.  }■  — &c.  =.  confiante . Il  eft 

clair,  par  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  Chapitre 
precedent,  que,  fi  on  peut  trouver  une  valeur  de  y , 
qui  fatisfafle  a l’equation  (D)  on  aura  une  intégrale 
de  l’equation  (B).  On  auroit  donc  deux,  trois,  &c. 
intégrales  de  (B),  fi  on  connoiffoit  deux,  trois,  &c. 
valeurs  de  y,  8c  en  general  on  auroit  l’intégrale  finie 
& algébrique  de  cette  même  équation , fi  on  avoit  un 
nombre  de  valeurs  de  y égal  a celuy  de  l’expofant  de 
l’equation  ( B ) . 
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Or  la  derniere  intégrale  contiendra  autant  de  con- 
fiantes arbitraires,  qu’il  y a d’unités  dans  l’expofant  de 
l’ordre  de  l’equation  différentielle  (B) . Donc  fi  on 
fait  fuccefTivement  toutes  ces  confiantes , moins  une , 
égalé  a zéro,  il  efl  évident  par  les  principes  du  Cha- 
pitre precedent,  qu’on  aura  autant  d’intégrales  particu- 
lières, & par  confequent  autant  de  valeurs  de  z,  qu’il 
a d’unités  dans  l’expofant  de  l’cquation  (B).  Or  cet- 
te équation  eft  du  même  ordre  que  l’equation  (A)  . 
Donc  on  trouvera  auffi  l’intégrale  finie  & algébrique  de  [A)  ; 

c’efl  a dire  , que  l’equation  A y -+-  B ■jj  -+•  C — t- 

D -7*7  -4-  &c.  = X fera  intégrale  algébriquement,  toutes 
les  fois  qu’on  aura  m valeurs  de  h dans  le  cas  de  X = 0 , 
m étant  l’expofant  de  l’ordre  différentiel  de  l’equation. 

DXLIL 

Si  on  n’avoit  que  le  nombre  de  valeurs  de  y 
exprimé  par  m — 1,  c’efl  a dire,  moindre  d’une  unité  que 
l’expofant  de  l’ordre  différentiel,  dans  la  fuppofttion  de 
X=o,  on  pourroit  encore  trouver  l’intégrale  algébrique 
de  l’equation  (A)'.  Car  dans  ce  cas  on  auroit  un  nom- 
bre m—i  d’équations  (E),  d’oit  faifant  difparoitre 
les  plus  hautes  différences  de  z , au  nombre  de  m — • 1 , 
on  arriverait  enfin  a une  équation,  qui  ne  renferme- 
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roit  plus  que  des  premières  différences , & de  la  forme 

Vz-+X'—=zr:  y,  X'  & r étant  des  fonaions  de  x. 

a x J 1 

Or  l’intégrale  de  cette  équation  fe  trouve  aifément  par 
de  fimples  fubflitutions  (Article  ccclxxxii.)  lefquels 

».  -s-id*( 

donnent  l’intégrale  cherchée  z=:e  \Conft.  -f- 

5.  y/'  dx). 


DXLIII. 

Remarque  . Nous  avons  déjà  obfervé  dans  le  Pro- 
blème IV.  de  ce  Chapitre , qu’on  peut  trouver  une  infini- 
té d’équations  différentielles  du  premier  ordre  , intégra- 
bles par  les  méthodes  precedentes,  après  les  avoir  ré- 
duites a une  équation  différentielle  du  fécond  ordre.  On 
peut  même  quelquefois  intégrer  plus  aifément  par  ces 
mêmes  méthodes  des  équations  différentielles  d’un  ordre 
fupérieur,  en  les  différentiant  de  nou /eau  dans  la  fup- 
pofition  de  dx  confiante.  Soit,  par  exemple,  l’equation 
différentielle  du  fécond  ordre  {A) , %dx*  -¥xy  ddy=. 
dy*  -+• 4/ ydx1 , elle  fe  réduit,  en  la  différentiant  une 
autre  fois , a l’equation  très— fimple  du  troifieme  ordre 

(B)d*y  —^.dydx* , dont  on  trouve  facilement  l’inté- 
grale complette  (C)  y=a-¥be2*-+ce~~2*  7 laquelle 
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équation  (C)  renferme  non  feulement  l’intégrale  complettc 
de  l’equation  (S),  mais  contient  de  plus,  comme  un 
cas  particulier,  l’intégrale  complette  de  l’equation  (A) , 
puifque  cette  équation  ( A ) eft  d’un  ordre  moins  elevé 
que  (B).  Il  faut  par  confequent  limiter  l’equation  in- 
tégrée (C),  & en  exclure  les  cas  inutiles;  ce  qu’on 
fera  en  différentiant  deux  fois  l’equation  (C).  Car  il 
faut  qu’en  fubftituant  les  valeurs  y y <//,  ddy  trouvées 
par  cette  double  différentiation,  la  nouvelle  équation 
fatisfafle  a la  propofée  {A)  ; ce  qu’on  obtiendra  en 

comparant  les  confiantes  ; ainfi  dans  le  cas  prefent  on 
aura  > & Par  confequent  l’intégrale  cherchée 

fera  y=za-bhclx-b^~e-lx . 

C’eft  icy  le  lieu  de  rappeller  ce  que  nous  avons 
obfervé  ( Art.  ccccxxn.  ) a l’egard  des  deux  différen- 
tielles ad S-bP du  y & padu—bpPdu—bypds—bpiads 
—bdu.<p(uys)  — bds.<p'(uys).  Il  s’agit  de  déterminer 
les  quantités  « , 0 par  les  conditions  que  mds-bpdu  y 
& pad  u —b  p(3  d u —b  y@d  s — t-  ftads  —b  d u.  <p  (u  ,r)  —b 
ds.<p’(uys)  foient  l’une  & l’autre  des  différentielles 
complettes.  On  fera  ad  s -b  (Z  d u — d q , & fubftituant 
dans  la  fécondé  différentielle  les  valeurs  de  * & 0 en  cjy 
on  aura  par  le  theoreme  fondamental  du  calcul,  & 
par  les  conditions  d’intégrabilité , l’equation  fuivante 
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C fl*9  ) . . ( ) . d.  g ( u , I ) ( a1?  ) 


45S 


— l. -T.  . — -y. 

* d s d u gis  ' 


du1 


(A) 


ud  s 


doit  l'on  tire  y 

’ 'du1  >iuat  ^ 73 


% (A)  . 

77— P— *-P 


du1 

(A) 

d in  « 


, & par  confequent 


) [ (<^?)  _>1,  ( rf>f  ) ■ t . (^V)  d.9'(u,:) 

dtx  djdu  f j ux  f di  f du 

~~  *l“'J * > & en  mettant  / au  lieu  de  “—77-^ 

* ,‘*td/'i  > r au  ^eu  de  , & £ a la  place  de  -j- , 
IA>  , (A)  , (A)  , , (A)  . 

d ix  dsdu  j u*  duds  f J 


aura 


on 

ou 


i£îl  — ciüll 

<*j1  d«* 


1ui  lé  «• 

duit  a -^  = t.  1£P~>-S-  , en  «uCmt 

b — i—g.  Enfin,  fi  on  fait  ~^  = zi  on  decompo* 


fera  l’equation  dans  les  deux  fuivantes  ~.—z  , 8c 

d Z ( <A  ) , 

—g‘77~*‘c-——1 •*/:  comme  on  voit  en  différen- 

tiant,  & faifant  ds  confiante.  Or  ces  équations  font 
comprifes  dans  celles,  que  nous  avons  traitées  (Article 
CCCCLXXX.)  . 
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CHAPITRE  IX. 

De  la  Met  b ode  des  Variations . 

J^Jous  établirons  dans  ce  Chapitre  les  principes 
neceffaires  pour  entendre  les  nouvelles  méthodes  les 
plus  generales,  qu’on  a trouvées  dans  fanalife  des  infi- 
nis, & par  lefquelles  on  a cherché  a perfectionner  le 
Calcul  Intégral.  Nous  commençerons  par  la  méthode 
des  Variations  que  M.r  Euler  a donnée  dans  le  Tome 
X.  des  nouveaux  Commentaires  de  l’Academie  de  Pe- 
tersbourg,  année  1764. . Cette  méthode  comprend  le 
Calcul  des  Variations,  & la  maniéré  d’en  faire  ufage 
dans  la  folution  des  Problèmes,  d’ailleurs  très-difficiles. 

\ ■ ~ ~~ ■ - 

ARTICLE  PREMIER. 

Elemens  du  Calcul  des  Variations. 

DXLIV. 

On  fuppofe  d’abord  dans  ce  calcul  une  équation 
donnée  entre  deux  variables  * & / , que  nous  defigne- 
rons  par  (£),  & que  nous  appellerons  l’equation  Prin- 
cipale , ou  Primitive.  Cette  équation  exprime  une  rela- 
tion 
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tion  donnée  entre  deux  variables,  qu’on  peut  aulli  ap- 
peller  la  relation  Principale , ou  Primitive  entre  * & 
/ . Elle  eft  telle,  que,  quelque  valeur  déterminée  qu’on 
donne  a l’une  de  ces  deux  variables,  la  valeur  corre- 
fpondante  de  l’autre  fera  aufti  déterminée  par  l’equatiou 
(£),  & que  chacune  d’elles  pourra  être  regardée  com- 
me une  fonélion  de  l’autre  alïignable  par  cette  équa- 
tion. Ainfi  lorfque  x dans  cette  équation  deviendra 
x'—x-+dx,  y deviendra  y‘=y—t-dy , la  valeur  de  y' 
répondra  a celle  de  & la  différence  de  y d’avec  l'y 
precedent,  qui  eft  dy—y — 7/,  pourra  fe  trouver  par 
les  règles  ordinaires  du  calcul  différentiel . De  même  , 
fi  V eft  une  exprcffion  compofée  comme  on  voudra 
de  x , 8c  de  / , elle  fera  telle  , en  vertu  de  la  relation 
donnée  entre  x 8c  / , ou  de  l’equation  primitive  (£), 
que  fes  différentes  valeurs  reponderont  toujours  aux  va- 
leurs qu’on  donnera  a x;  de  forte  que,  fi  V defigne 
la  valeur  que  V acquiert,  lorfque  x devient  x'=x— h 
</x,  on  aura  V — V—\ -dl',  8c  dV—V — ■ V , fuivant 
les  premiers  principes  du  calcul  différentiel. 

DXL  V. 

De  plus  puifqu’en  vertu  de  l’equation  primitive 
(£)  / peut  être  regardée  comme  une  fonflion  de  x, 
8c  qu’en  différentiant  cette  équation,  on  trouve  la  re- 
lation des  différentielles///  &c  d x > on  aura  dy=zpdx, 

Mmm 
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p étant  une  fonélion  de  x;  & par  la  même  raifon  on 
aura  dp—qdx,dq—rdx , dr=.sdx , (7c. , ^,r,  r, 

étant  toujours  des  fondions  de  x . Nous  fuppoferons 

toujours  dans  la  fuite  pz=~-  q-îlL-  r=4^’s  = 

^7;  (7c.,  ce  qui  donne,  en  traitant  dx  comme  con- 


fiante, dp=z~- 
d'y 


; dq=z^  = £l; 

* 7 dx  d*'* 


dr  = JÙL;ds  = 

dx i * 


TT&c.,  & ® = î = ^;  *■  = -£-•  f== 


d x*  : 


ÔV. 


DXLVI. 


Après  la  première  fuppofition  d’une  relation,  ou 
d’une  équation  primitive  donnée  entre  x 8c  y , on  fup- 
pofe  encore  dans  le  calcul  des  variations,  qu’il  arrive 
un  changement  quelconque  infiniment  petit  dans  cette 
relation  primitive,  ou  dans  l’equation  (£)  qui  l’expri- 
me j de  forte  quon  ait  une  fécondé  équation  infiniment 
peu  différente  de  la  première  (£).  Nous  defignerons 
cette  fécondé  équation  par  (F),  & nous  l’appellerons 
f Equation  varice,  8c  la  relation  entre  x 8c  y , quelle 
exprime,  la  Relation  variée.  On  fuppofe  de  plus  que 
la  variable  x demeure  la  même  dans  ces  deux  équa- 
tions (£)  & (F);  d’où  il  fuit  évidemment  que  les 
valeurs  de  /,  qui  repondent  aux  valeurs  de  * dans  la 
première  équation  (£),  ne  pourront  différer  que  d’une 
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quantité  infiniment  petite  des  valeurs  de  y , qui  repon- 
dent aux  mêmes  valeurs  de  x dans  la  fécondé  équation 
(F).  Nous  defignerons  par  S'y  l’accroiffement  infini- 
ment petit , pofitif  ou  négatif,  que  y acquiert  par  le 
changement  de  l’equation  primitive  ( E ),  en  l’equation 
variée  ( F );  de  forte  que,  y répondant  a x dans  la 
première  équation,  y-i-J'y  répondra  a la  même  * 
dans  la  fécondé  équation , & J'y  marquera  la  variation 
infiniment  petite,  qui  arrive  a y par  ce  changement 
d’equation  ou  de  relation  entre  x & y.  De  même 
fuppofant  que  y foit  la  valeur  de  /,  qui  répond  a 
x—hdx  dans  l’équation  primitive  (F),  on  pourra  ex- 
primer par  / -4 -S'y  (à  valeur  qui  répond  a la  même 
quantité  x-+dx  dans  l’equation  variée  (F);  & J'y 
marquera  la  variation  de  qui  nait  du  changement 
infiniment  petit  de  l’equation  ( E ) dans  l’equation  (F). 
Nous  nous  fervons  du  caraêlere  J' , au  lieu  de  la  lettre 
d , pour  diftinguer  les  variations  S'y,  J'y ',  (7c.  des 
différentielles  dy,  d y , (7c. 

DXLVII. 

Corollaire.  Puifque  y'=y-+dy  on  aura  J'y 
= S(y-+dy)  = J'y—*-J  dy  , & S .dy  — S y —>S y , 
c’eft  a dire,  que  la  variation  de  la  différentielle  dy, 
qui  lui  arrive  par  le  changement  de  l’equation  primi- 
tive (F)  en  équation  variée  (F),  eft  égalé  a la  dif- 
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férence  des  variations , qui  arrivent  a y'  8c  a / par  le 
même  changement  d’equation . Mais  comme  /'  mar- 
que l’etat  fuivant  de  /,  ou  ce  que  devient  /,  lorfque 
x devient  x— t -dx  dans  la  première  équation  (£);  de 
même  S y marquera  l’etat  fuivant  de  //,  ou  ce  que 
devient  J'/,  lorfque  x devient  x— t-^x,  ou  que  /— t-a'/ 
devient  y'—^^y  dans  la  fécondé  équation  (F);  de 
forte  que  S'y  — S y exprime  la  différentielle  de  Syy 
comme  y — y exprime  la  différentielle  de  /;  d’où  l’on 
tire  ce  principe  remarquable  ; la  variation  de  la  diffé- 
rentielle d y eft  égalé  a la  différentielle  de  la  variation 
de/.  Car,  puifque  Sdy  — Sy — S y , 8c  que  Sÿ— 
Sy=zd.Sy\  il  s’enfuitc  que  S .d  y=zd.S  y . 

DXLVIII. 

Définition  I.  V étant  une  expreffion  formée 
comme  on  voudra  des  variables  x & / , dont  la  rela- 
tion foit  exprimée  par  une  équation  primitive  quelcon- 
que (£),  la  variation  de  F,  que  nous  defignerons  par 
S F,  efl  l’accroiffement  que  cette  quantité  V acquiert , 
lorfque  la  relation  primitive  entre  x & y Habit  une  va- 
riation quelconque  infiniment  petite,  ou  lorfque  l’equa- 
tion  primitive  ( E ) efl  changée  en  une  autre  infini- 
ment peu  différente  (F).  Il  faut  donc  bien  diflinguer 
la  différentielle  d F de  la  variation  S V . Car  d V fi- 
gnifie  l’accroiffement  de  la  quantité  V , lorfque  x de- 
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vient  x-¥dx^  la  relation  primitive  entre  x & y,  ou 
l'equation  ( £ ) qui  l’exprime  demeurant  la  même  ; & 
J'  V marque  l’accroiffement  de  F,  lorfque  la  relation 
entre  x Sc  y y oit  l’equation  (£)  varie,  & devient 
( F ) , la  variable  x demeurant  la  même  dans  ces  deux 
équations . 

DXLIX. 

Corollaire  I.  Puifque  par  ce  changement  de 
relation,  ou  d’equation  entre  x 8c  /,  la  quantité  / re- 
çoit l’accroiffement  ^ y , & devient  y -+•  S'y  , x demeu- 
rant la  même;  de  quelque  maniéré,  que  la  quantité 
V foit  formé  de  x & de  /,  on  trouvera  ia  variation 
S V,  fi,  après  avoir  fubftitué  partout  y—^rSy  au  lieu 
de  y dans  V fins  rien  changer  dans  x , on  ôte  V de 
la  valeur , que  cette  même  quantité  V acquiert  par 
cette  fubftitution;  car  par  cette  fubftitution  V devien- 
dra V-+SV,  d’où  ôtant  P',  refte  S V, 

DL. 

Corollaire  II.  On  voit  par  lù,  qu’on  trouve 
la  variation  S V , en  différentiant  la  quantité  V dans 
la  fuppofition  de  x confiante,  & en  écrivant  enfuite 
dans  la  différentielle  d V la  variation  S y au  lieu  de  la 
différentielle  dy . Car  pour  trouver  la  différentielle 
dV  en  traitant  x comme  confiante,  on  écrit  par  tout 
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y-+dy  au  lieu  de  y dans  la  quantité  Vy  qui  devient 
par  là  V , & on  ôte  enfuite  V de  V , pour  avoir 
V — V—dVy  fuivant  les  premiers  principes  du  Calcul 
Différentiel. 

DLL 

Corollaire  III.  On  peut  encore  trouver  la 
variation  a V , en  différentiant  d’abord  la  quantité  V a 
l’ordinaire,  c’efl  a dire  , en  fuppofant  x 8c  y variables, 
8c  en  effaçant  enfuite  dans  la  différentielle  d Vy  tous 
les  termes  où  le  trouve  d x ; car,  fi  on  écrit  dans  ce 
qui  refiera  de  cette  différentielle , la  variation  J'y  au 
lieu  de  d y , on  aura  J'  V comme  dans  le  Corollaire 
precedent. 

DLII. 

Définition  II.  Le  calcul  des  variations  eft  la 
méthode  de  trouver  les  variations  qui  arrivent  a des 
quantités  formées,  comme  on  voudra,  de  deux  varia- 
bles x & yy  lorfque  l’equation , ou  la  relation  primiti- 
ve entre  ces  deux  variables  vient  a fubir  un  change- 
ment quelconque  infiniment  petit  ; ou  bien , fi  V eft 
une  quantité  formée,  ou  dépendante,  comme  on  vou- 
dra, des  deux  variables  x & y , dont  la  relation,  ou 
l’equation  primitive  eft  fuppofée  donnée,  le  calcul  des 
variations  eft  la  méthode  qui  eufeigne , comment  on 
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peut  trouver  la  variation  & V produite  par  un  change- 
ment quelconque  infiniment  petit  de  cette  relation,  ou 
de  cette  équation  primitive. 

DLÏII. 

Corollaire  I.  Il  faut  diftinguer  deux  états  de 
la  formule,  ou  fonêlion  V:  l’un  qu’on  peut  appeller 
fon  état  principal , & l’autre  fon  état  varié . Le  pre- 
mier eft  l'etat  de  V,  lorfque  les  valeurs  de  y dans  V 
n’ont  point  encore  reçù  de  variation , ou  quelles  font 
les  mêmes  que  la  relation , où  l’equatîon  primitive 
entre  les  variables  x 8c  y l’exige:  le  fécond  état  de  V 
eft  celui , où  les  valeurs  de  / fe  trouvent  variées , ou 
qu’au  lieu  de  y on  a fubftitué  par  tout  y—^^y  dans 
V.  Comme  doue  dans  l’etat  primitif  de  lorfque  la 
variable  x augmente  de  là  différentielle  dx , & devient 
x—*-dxy  y augmente  auffi  de  fa  différentielle  <//,  & 
devient  y—t-dy:  de  même,  lorfque  la  fonêlion  V paffe 
de  fon  état  primitif  a fon  état  varié  V -é'V,  la  va- 
leur de  x demeurant  la  même  dans  les  deux  états , 
l’autre  variable  y augmente  de  fa  variation  J & de- 
vient y —h  S' y y par  où  l’on  voit,  que  la  variable  *,  de 
quelque  maniéré  qu’elle  entre  dans  la  formation  de  la 
quantité  V , ne  fait  rien  pour  la  variation  J'  V y 8c  que 
la  valeur  de  cette  variation  dépend  uniquement  de  la 
variation  J' y , qu’on  conçoit  être  l’accroiffement  de  y , 
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dans  le  paffage  de  V de  fon  état  principal  a fon  état 
varié;  de  forte  qu’on  a toujours  d'*  = o,  8c  que,  fi  la 
quantité  V dependoit  de  la  feule  variable  *,  & ne 
çomprenoit  point  l’autre  variable  y on  auroit  <f  V=z o . 

DLIV. 

Corollaire  II.  Puifque  nous  fuppofons  toujours 
<jue  le  changement  de  la  relation , ou  de  l’equation 
primitive  entre  les  deux  variables  x & /,  eft  tel  qu’on 
voudra,  pourvût  qu’il  foit  infiniment  petit , les  différen- 
tes variations,  qui  arriveront  a la  variable  fuivant 
les  différentes  valeurs  de  x,  auxquelles  y répond,  pour- 
ront être  telles  qu’on  voudra,  8c  même  indépendantes 
les  unes  des  autres.  On  voit  par  l'a,  que  le  calcul 
des  variations  eft  très-etendu,  St  qu’on  peut  l’adapter 
a toutes  fortes  de  conditions  données  des  variations. 

DLV. 

Remarque.  Jufqu’icy  nous  avons  expliqué  les 
principes  du  calcul  des  variations  dans  toute  leur  géné- 
ralité; peut-être  qu’un  cas  particulier  pourra  fervir  a 
les  faire  comprendre  plus  facilement.  Soit  donc  «xz=zyy 
l’equation  primitive,  qui  exprime  la  relation  donnée 
entre  les  deux  variables  x & y , & que  nous  avons 
defignée  par  ( £) . On  fçait  que  cette  équation  appar- 
tient a une  parabole , dont  le  paramétré  elt  a , l’abfciffe 

x,  8c 
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* , & l’ordonnée  correfpondante  y ; & on  voit  d’abord 

que / = ^ axy  fonction  de  x,  8c  qu’en  différenciant , on 

X X 

, a*  d t j»\i»  • à y a 1 , 

aura  dy  — — dou  Ion  tire  -^7= — ~~P>  dp 


I X 

a*  à x dp  — * 1 


l * dx  i 


q;  dq=z-¥^- 


X 

t%dx 


s. 

Sx1 


r;  &c. 


Suppofons  prefentement  qu’on  introduire  un  chan- 
gement infiniment  petit  dans  l’equation  primitive  ax 
= yy-f  ce  qu’on  peut  faire  d’une  infinité  de  maniérés 
différentes;  par  exemple,  en  augmentant  le  paramétré 
a d’une  quantité  infiniment  petite  J ay  de  forte  que  ce 
paramétré  devienne  /»-+•/  a , 8c  que  a x devienne 
(a-*-  J' a)  x ; alors  il  eft  clair  que,  pour  rendre  y y = 
au  produit  (a-t-J  a)  x y il  faut  augmenter  aufft  la  va- 
riable y d’une  quantité  infiniment  petite  J'y  , pour 
avoir  l’equation  variée  (</-+■  J a)x~{y-+Jy  )*  , qui 
efl:  infiniment  peu  différente  de  l’equation  primitive 
ax^yy.  Cette  équation  variée  appartient  a une  au- 
tre parabole,  dont  le  paramétré  eft  a — \-Jay  l’abfcilfe 
x , la  même  que  dans  la  première  parabole,  & l’ordon- 

N n n 
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née  correfpondante /-+•//,  qui  ne  diffère  de  l’ordon- 
née /,  qui  répond  a l’abfcilfe  x dans  b première  para- 
bole, que  d’une  quantité  infiniment  petite  Sy,  varia- 
tion de  y . On  déterminera  facilement  cette  variation 
Sy\  car,  puifque  ax—yyy  & (a-t-Ja)x  — (y—hSy)2 
~y  y z y S y -y-ï  y1 , ôtant  la  première  équation  de 
la  fécondé,  il  reliera  xSa—zySy-*-? y1  — zySy , 
en  effaçant  le  terme  Sy2y  qui  s’évanouit  par  rapport 
au  terme  zyé'y,  comme  dans  le  calcul  différentiel,  & 

on  aura  la  variation  = ; par  où  l’on 

voit  qu’il  ne  faut  pas  confondre  la  variation  S'y  avec 
b différentielle  d y , que  nous  avons  trouvée  =s. 

z y ut 

Soit  maintenant  V une  fonflion  de  x & de  y,  par 
exemple  V-=.a  x2 y —>rb  x y*  y dont  on  veuille  trouver 
1a  variation  S V , en  regardant  b variation  S y comme 
donnée.  On  pourra  trouver  •>  V de  trois  maniérés, 
i?  En  fubllituant  /-+•*'/  pour/  dans  la  fonélion  Vy 
qui  deviendra  par  la  ax1y-+axlS'y~>rbx(y  — t- v /)*, 
& en  ôtant  a x2 y — t-  b x y*  de  cette  quantité,  on  aura 
pour  relie  S P— ax2  J'y-+  z bxyé  y — t-  bxi  y2.’zzax~Sy 
-+ 2 b x y S y,  a caufe  du  terme  b xi  y2  , qui  s’évanouit 
par  rapport  au  terme  zbxySy,  z?  En  différenciant 
b fouélion  V dans  1a  fuppofition  d e d x confiante,  ce 
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qui  donnera  dV—ax2dy-yibxydyy  & en  écrivant 
enfuite  dans  cette  équation  S V pour  d Vy  8c  S'y  pour 
dy.  3?  En  différentiant  a l’ordinaire  la  fonélion  Vt 


on  aura  d V—a  x1  dy  —hiayx  d *-4-2  bxy  dy—bby*  dxy 
effaçant  les  deux  termes,  où  fe  trouve  dx,  8c  mettant 
S y pour  dy  dans  ce  qui  refte , on  aura  encore  S V=z 
ax1  S y -+■  2 b xy  S y . Si  on  veut  fubftituer  dans  cette 
variation  SV  la  valeur  de  S y que  nous  avons  trouvée 


xi  a X t a 


on  aura  S V=  ■ 


IX3ié 


■+bx'  S a 33 


i_  1 

— a 1 x * Sa  — +■  b x1  S a . 
a 

Nous  regarderons  toujours  dans  la  fuite  la  varia- 
tion S y comme  donnée,  8c  nous  chercherons,  dans 
cette  fuppofition  , la  variation  SV  de  la  formule  V 
dépendante,  comme  on  voudra,  des  deux  variables  x 

8c  y y ou  de  leurs  dérivées  = ? = r = 4f-> 


&c. 


DLVI. 

Theoreme  I.  La  variation  de  d V différentielle 
de  la  formule  quelconque  Vy  eft  égalé  a la  différen- 
tielle de  la  variation  SV  de  cette  formule,  ou  bien 
S.dV==d.SV. 


% 
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Démonstration.  Si  on  fubftitue  *-»-</#  pour 
«,  &/-4 -dy  pour  / dans  la  quantité  V , & que  par 
ces  fubftitutions  V devienne  V , on  aura  dVz=.V‘— -V 
fuivant  les  réglés  du  calcul  différentiel.  Donc  f'.dV 

or  i.*V  exprime  la 
différence  entre  J' F,  & fa  valeur  fuivante  que 

i'V  acquiert,  lorfque#  devient  #-Wx,  & que/ devient 
/-+■<//;  enforte  quon  a d.&V=.S'V' — <P  V,  comme 
on  a trouvé  dV=zV—-V.  Donc  <P.d  F=zd.  P V. 
C.  Q F.  D. 

DLVII. 

Corollaire.  En  écrivant  dV au  lieu  de  J7  dans 
l’equation  que  nous  venons  de  trouver  J'.d  F=  d.<P  Fy 
on  aura  i\dd  F—d.S'  d F;  or  J'  dV—d.S'  F\  donc  P.ddF 
z=zdd.i  Vy  par  confequent  on  aura  égalité  entre  ces 
trois  formes  S'.ddF—d.J'dF—dd.f'F. 

De  même  fi  on  écrit  encore  icy  dF  pour  V,  on 
aura  égalité  entre  ces  quatre  formes  S'.dddF=zd.J'  ddV 
zzzdd.J  d F~ddd.£  Fy  enfuite  entre  ces  cinq  formes 

ï.fr=d.fid*r=d*.fd'r=dî.fdr=d4.*r,  & 

generalement  on  aura  S'.cC  F-=cfn  .$•  {f'~m  Fz=zd*  V, 
& par  là  on  réduit  la  variation  F de  la  différen- 
tielle d V de  l’ordre  quelconque  »,  a la  différentielle 
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du  même  ordre  d" . <f  V de  la  variation  ïV,  & en  pre- 
nant pour  /»,  un  nombre  qui  ne  foit  pas  plus  grand 

que  »,  on  aura  auffi.  J'.d"  V—£*.$'dn~~mV. 

DL  VIII. 


Theoreme  II.  En  fuppofant  à»  confiante,  5c 
P=T 7 » «=3f»  r=77>  ^ on  aura 


les  variations  fuivantes  = <f  <7  = -^ 


dx  > 


/ r 


5=4^,  *s=4£,  ev.. 

dx  ’ dx  1 

Démonstration.  Puifque  dx  efl  confiante,  & 
que  la  variation  n’appartient  point  a la  quantité  * 

d y 

(Art.  dliii.);  a caufe  de  on  aura 


Thcor.L). 

7»  > 00  aura 


De  même,  a caufe  de  q=: 
— ±±Î-—‘L±L  en  fubfli- 

d*  dx 1 ’ 


tuant pour  J'p.  a caufe  de  r = -^2-,  on  aura  «f'r 

= 47i  = 4^  = 17r>  en  lubftituant  pour  dÿ. 

On  trouvera  de  même  $ s — ^-^  ==  dLil  = JL?*.  & 

” d*  d*4  ’ 

ainfi  de  fuite  a l’infini.  C.  4?.  F.  D. 
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DLIX. 

Corollaire  I.  Ces  différentielles  du  premier 
degré , & des  autres  degrés  fupérieurs  de  la  variation 
Sy,  font  déterminées  par  les  variations  des  valeurs  de 
y,  qui  repondent  aux  valeurs  fuivantes  de  x,  c’eft  a 
dire,  aux  valeurs  x — bdx,  x—bidx,  x—b^dx,  (7c. 
Car  fi  les  valeurs  fuivantes  de  y,  c’eft  a dire,  celles 
qui  repondent  aux  valeurs  x-bdx,  x-bz  dx,  *-+-3  dx, 
(7c.  font  defignées  par  y , (7c.,  & leurs 

variations  par  Sy  , J'/*',  S y" , S y“ , (7c.  on  aura  par 
la  nature  des  différentielles  d.Syz^zf'y — Sy,  d.Sy‘=z 
S'y" — Sy‘-f  d.Sy"=zS  y" — Py"’,  Ô*r. 

d d.  S y = d ( S' y — Sy)=zd.  Sy—d.Sy  — Sy " — S y 
— Sy'—bSy  =z  S y"—  2 Sy  —b  S y . 

d1  Sy=zd  ( d y" — 2 S y'— b $'y)  — d.  S y" — 2 d.  S y' -b 
d.Sy  = S y — S y" — 2 S y— b 2 S y— b S y — S y 
= S y" — 3 S y" -b  3 S y — Sy,  (7c. 

DLX. 

Corollaire  II.  Donc  fi  la  valeur  y , qui  ré- 
pond a x,  reçoit  la  variation  Sy,  & que  les  valeurs 
fuivantes,  y\  (7c.  ne  reçoivent  aucune  varia- 

tion, enforte  qu’on  ait  Sy=o,  Sy”=zo , Sy*z=.o,  (7c., 
on  aura  d.Sy=z  — S y,  dd.Syz=z—bSyf  d1  Syz=.— 
Sy\  d . Syz^-bSy,  (7c. 
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DL  XI. 

Theoreme  III.  La  variation  de  la  formule  in- 
tégrale quelconque  S.Zdx  efl  égalé  a l’intégrale  de  la 
variation  de  la  différentielle  Zdx\  ou  JS.Zdx=z 
S.S'.Zdx,  en  fuppofant  que  Z eft  une  quantité  for- 
mée, ou  dépendante,  comme  on  voudra,  des  deux  va- 
riables * 8c  y . 

Démonstration.  Soit  Vz=zS.Z d x,  on  aura, 
en  différentiant,  dF=Zdx-}  par  confequent  J'dl/= 
f.Zdz.  Or  J'dy=d.<?  V (Theor.  I.);  donc  d.£V 
■=.£Zdx)  8c,  en  intégrant  de  part  8c  d’autre,  <f  V= 
S.  / Z d x , ou  i'.S.Zdx  — S.f'Zdx.  C.  6).  F.  F>. 

DLXII. 

Problème  I.  Trouver  la  variation  J'  V de  la 
formule  V,  lorfqu’elle  ne  renferme  que  les  deux  varia- 
bles finies  x 8c  y . 

Solution  . 1 ? Prenez  la  différentielle  de  la 

fonction  V a l’ordinaire,  c’eft  a dire,  en  faifant  varier 
x 8c  y;  8c  cette  différentielle  fera  d V —Md  x-k-Ndy, 
M 8c  N étant  des  fondions  de  x 8c  de  y,  ou  des  fon- 
dions de  x , en  regardant  / comme  une  fondion  de  x , 
en  vertu  de  l’equation  primitive . 

2 ? Ecrivez  dans  cette  différentielle  zéro  pour 
dx , & la  variation  î y pour  la  différentielle  d y , & 
vous  aurez  S'  V=z  NJ  y ( Art.  dli.  ) . C.  F.  T.  8c  D. 
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Problème  II.  Trouver  la  variation  S' V de  la 
formule  V,  lorfqu’ outre  les  deux  variables  finies  * 8c  /, 
elle  renferme  encore  leurs  différentielles  de  quelqu’ordre 
que  ce  foit , ou  les  rapports  de  ces  différentielles  ex- 

primés  par  />=— , ’ r = — , * = 77,  ©Y.,  ou 

bien , ce  qui  revient  au  même , lorfque  V efl  une 
fonélion  quelconque  des  quantités  x,  y,  8c  de  leurs 
dérivées  p,  q,  r,  r,  ©Y. 

Solution,  i ? Prenez  la  différentielle  de  la  fon- 
ction V par  les  réglés  ordinaires  du  calcul  différentiel  ; 
& vous  aurez  dV— Mdx-JrNdy-1rPdp-+  GjJ  q -+- 
Rdr-+S d j-4-©Y.,  M,  N , P,  j£)_,  R,  S,  ©Y.  étant 
des  fondions  des  quantités  x , y , p , ^ , r,  r,  ©Y. , 
fonctions  qu’on  trouve  par  cette  différentiation,  8c  qu’- 
on peut  auffi  regarder  comme  des  fondions  de  x,  ou 
de  y en  vertu  de  l’equation  primitive  entre  x 8c  /,  8c 

des  autres  équations  />  = 77 , q — ~ , r = -^ , ©Y. 

2 ? Ecrivez  dans  cette  différentielle  zéro  pour 
dx,  8c  les  variations  J1  V,  J'y,  S' p , J'^,  J'r,  ©r. 
pour  les  différentielles  dV,  d/,  dp,  dq , dr,  (7c., 
8c  vous  aurez  la  variation  J' P=ISTJ'/-+-P  J'p-+- 
-t-RJ'r— t-.S'J'î— +•  ©Y. 

3? 
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3 ? Subflituez  encore  dans  cette  équation  les  va- 
leurs des  variations  J'/»,  Sq,  J'î,  (D'c . qu’on  a 

trouvées  cy-deffus  (Art.  dlviii.)  en  fuppofant  dx 
confiante;  & la  variation  cherchée  fera  £ V=zNS y -b 

PJtf  ( QJ  d . * y | RiPi  y Sd**r  q, 

^ * dx1  dx 1 dx + 

Démonstration.  La  différentielle  dV=Mdx 
<-bNd y -b P d p—b Qd q —b&c.  n’efl  autre  chofe  que 
l’accroiflement  que  la  fonélion  V acquiert , lorfqu’elle 
devient  V , ou  lorfqu’on  fubflituc  dans  cette  fonélioa 
K-bdx,  p—bdp,  q—bdq,  r—bdr  , (D'c. 

pour  x,  y , p , <7,  r,  ÔV. , fubflitutioti  qui  change  V 
en  V\  de  forte  qu’en  retranchant  V de  V , on  a d V 
= V — V~Mdx~bNdy-bPdp-b  QJ  q -+■  &c.  fui- 
vant  les  réglés  generales  du  calcul  différentiel. 

Or  la  variation  S'  F n’efl  auffi  rien  autre  chofe  , 
que  l’accroiffement  que  la  même  formule  V acquiert 
en  pafTant  de  fon  état  primitif  a fon  état  varié,  qu’on 
trouve,  en  fubllituant  dans  cette  formule  x—bo, 
y—b^y,  p— b^p  , q-bS  <7,  r-bSr,  (D’c.  pour  x,/, 
p,  q,  r,  ÔV, . , fubflitution  qui  donne  a F fon  état  va- 
rié V— b$  V,  de  forte  qu’en  retranchant  V de  F-bSF, 
il  refie  J'  F,  qu’on  trouve  en  écrivant  dans  la  différen- 
tielle Md  x-b  Ndy -b  P d p -b£)_d  q —b&c.  les  varia- 
tions zéro  pour  dx,  S'y  pour  dy,  à'p  pour  dp,  S q 
pour  dq,  &c.  (Art.  du.),  on  aura  donc  S'F—NS'y 

O 0 o 
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P S' p -+■  q-+Rd'r-+&c. , & (par  l’Art.  DLVIII.) 

«T  P=  AT/ y-¥  -*• &c'  c*  Q F'  D- 

DLXIV. 


Problème  III.  Trouver  la  valeur  S'S.Zdx  de 


la  formule  intégrale  S.Zdx , dans  laquelle  Z eft  une 
fonélion  quelconque  des  deux  variables  *,  /,  & de 
leurs  dérivées  p,  ÿ,  r,  r,  Ô'r. , en  fuppofant  toujours 


t,  = ±L  — rz=t 1 

* d x **  * à x ^ d x ^ 


Solution.  Puifque  la  variation  JS.Zdx  eft 
(Theor.  III.)  égalé  a S.®  Z*/x,  il  ne  s’agit  que  de 
trouver  la  variation  o Zdx,  8c  d'en  prendre  enfuite 
l’intégrale  ; on  cherchera  donc  d’abord , comme  dans 
le  Problème  precedent,  la  différentielle  dZ  = Mdx- +■ 
Ndy—*-Pdp-+<jJd(]—*-Rdr-¥Sds-*-2)’c.,  par  la  quel- 
le on  déterminera  les  valeurs  des  coefficients  M,  IV, 
P , 4?,  R , &c. , & on  en  déduira  la  variation  S'Z^z 


multipliant  par  dx,  8c  en  intégrant  enfuite  de  coté  8c 


d’autre,  on  aura  S.j  Z d x=S.  Njy  dx-t-S.P  d.  j y -+• 


S. 


Qddiy  t R <Pt y t r S d*y  y 
dxx  d*' 


-+&c.  Or  fi  on  fe 


rap- 


pelle que,  -x  8c  t étant  deux  variables  quelconques, 
l’intégrale  S.ir dr  = -n  t — S.t du , & qu’on  conlidere 
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S y comme  une  fimple  variable,  que  nous  defignerons 
par  U,  pour  éviter  la  confufion,  on  comprendra  facile- 
ment les  reduftions  fuivantes 

S.  NS  y ci  x = S.  S y ci  x.  N ; S.  P ci.  S y =:S.P  ci  uzzzP  w 
— S.  ud  P = S y . P — S.  S y d X . ; 


En  faifant  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs,  8c  joignant 
enfemble  les  termes  des  intégrales,  qui  fe  repondent, 
on  aura 
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S.*Zdx=zS.*,dK.N—  S.*y4»xi&-¥s.*yd*.i±&-Sx*yiM.  d'* 


ïy.P-ïy.ig.-trdy. 


dd  R 


dx* 

0.&-+6* 


d x * 


d*y  ddS  d*y  d'T 

d* ’ d*1  A*  "7ïî 

ddT 


■4 -&C, 


dd  .i  y dS  ^ dd  .d  y 
dx*  dxl  “ 


dx* 


&r. 


d'iy  dT  , 

—T'~T. ►Ô*» 

dx 5 dx 


-*.£iZ.T-&c. 

dx* 

-b&C. 


■+(?C. 


d'R 


ou  *.S.Zdx  = S.fiydx(N—~-+H£x 

v dx  dx*  dx> 


d*  f 


MP~ 

d d . i y 

dx 
dJiy 


dp 


dx 

dR 


dd  R 


d'S 


dx 

dS 


dx * 
ddS 


dx * 


</*» 

-ÔV.) 


dx * 

HÔV.) 


— CY.) 


"•rr  (*-«*•) 


Ô*r. 


On  a donc  la  valeur  de  la  variation  i'Zdx  dans  la 
fuppofition  de  dx  confiante,  C.  £).  F.  T. 
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477 


DLX  V. 

Corollaire  I.  La  valeur  de  la  variation 
i'S.Zdx  eft  compofée  de  la  partie  intégrale  S.  Pydx  X 

(N — ’ TT ^ ^’autres  parties 

a bfolucs y ou  (ans  intégrale,  dans  lesquelles  fe  trouvent 
la  variation  (impie  i'  y , & fes  différentielles  d.^v, 

dd.S'y,  d*  .S'y , &c. 

DL  X VI. 

Corollaire  II.  On  a difpofé  par  les  reduflions 
la  partie  intégrale,  de  maniéré  quelle  ne  contient  que 
la  fimple  variation  J'/,  & quelle  ne  renferme  aucune 
de  fes  différentielles . On  verra  dans  la  fuite  que  cette 
forme  eft  très-utile  dans  l’application  du  calcul  des  va- 
riations . 

DLX  VII. 

Remarque  . On  peut  toujours  confiderer  l’inté- 
grale S.Zdx , comme  l’aire  d’une  courbe,  dont  l’ab- 
fciffe  eft  * , & l’ordonnée  perpendiculaire  Z;  & fi  on 
fuppofe  que  , l’abfciffe  x demeurant  la  même,  l’ordon- 
née Z augmente  de  (à  variation  «P  Z , on  aura  une 
autre  courbe,  dont  l’aire  fera  S.(Z-*-fZ)dx=S.Zdx 
-+-5'.<f  Z d .v,  de  forte  que  l’intégrale  S.J'  Zdx  fera  l’ac- 
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croiflement  infiniment  petit,  ou  la  variation  de  l’aire 
S.Zdx , lorfque  l'ordonnée  Z devient  partout  Z-t-cl'Z; 
8c  comme , pour  avoir  les  aires  de  ces  deux  courbes , 
qui  repondent  a l’abfcifle  x depuis  Ton  commençement , 
jufqu’a  ce  quelle  ait  une  valeur  déterminée  a ou  de- 
puis x=o,  jufqu’a  x = il  faut  prendre  les  intégra- 
les S.Zdx y 8c  S.{Z—¥^Z)dxy  de  maniéré  quelles 
s’evanoüiffent  par  la  fubftitution  de  zéro  au  lieu  de  x, 
8c  trouver  enfuite  les  valeurs  quelles  acquièrent  par  la 
fubftitution  de  a pour  x ; de  même , pour  trouver  la 
variation  de  l’intégrale  S.Zdx  depuis  x = o,  jufqu’a 
il  faut  prendre  l’intégrale  S.S'ydx  (N — ~--+ 

— ÔV. ) de  maniéré  quelle  s’evanoüiffe  par  la 

fubftitution  de  zéro  au  lieu  de  x,  8c  trouver  enfuite  la 
valeur  qu’elle  acquiert  par  la  fubftitution  de  a pour  x; 
après  quoy  on  trouvera  facilement  les  valeurs  des  au- 
tres parties  abfolues  de  la  variation  en  y fubftituant 
zéro  au  lieu  de  x,  8c  enfuite  a pour  x;  car  comme 
ces  autres  parties  ne  renferment  point  d'intégrations  a 
faire,  on  peut  faire  ces  fubftitutions  immédiatement. 

DLXVIII. 

Problème  IV.  Trouver  la  variation  S' S.Zdx 
de  la  formule  intégrale  S.Zdxy  lorfque  la  quantité  Z 
contient  non  feulement  les  variables  x,  / , 8c  leurs  de- 
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rivées  p,  r,  J,  &c. , mais  de  plus  une  formule  in- 
tégrale 11=5 '.ZVx,  dans  laquelle  Z'  eft  une  fonéfion 
quelconque  des  quantités  x,  /,  r,  s,  Ô*e. 

Solution  . Puifque  la  quantité  Z contient  les 
variables  x,  /,  />,  q , r,  ÔV. , & de  plus  l’intégrale 
n = 5'.Z'<a?x,  on  peut  la  regarder  comme  une  fonflion 
des  quantités  n,  x,  /,  />,  q , r,  î,  ÔV.  ainfi  la  diffé- 
rentielle  prife  a l’ordinaire  fera  dZ—Ldr<-*-Mdx-+ 
Ndy-+-Pdp-+g)jlq—bRdr—*-Sds-+-&c.1  par  laquel- 
le on  déterminera  les  valeurs  des  coefficients  L , M, 
N,  P y (gj  Ô'c.,  & on  en  déduira  la  variation  fuivan- 
te  JZ  =zLdY\  —H  TV-  y-+P i p—>r^j  q—^Ra  r— t-SVr 
-+-ÔV.  de  même,  puifque  Z'  eft  une  fonélion  de  x, 
/,  p,  q , r,  j,  Ô’r.,  on  trouvera  fa  différentielle  dZ 
-—M dx-+N dy-+P‘dp—>rQJlq-Jr  R! dr-+-S  ds—i-Zfc^ 
par  laquelle  on  déterminera  les  valeurs  des  coefficients 
AT,  N\  P\  R ’,  ÔV. , & on  en  déduira  la  varia- 
tion à Z'=N'à  y— *-P'i  p— 4-^  q-Y-R<)r-+S'os-+ 
&c. , & par  le  Problème  precedent  on  aura  <1  n = 

/ S.  Z d x = 5.  ÀT  J1/  x -h  S.  P d.  o'y  -+■  S. 

jç»  t],  ^ 

51. Z — t-ÔV.  ; fubftituant  cette  valeur  de  ^ n dans 

dx'  ’ 

l’equation  <S  Z = L J' n — -+•  P J' ^ — t-  q — h ÔV. , 

& mettant  pour*»/»,  <fy,  «f1 r,  ÔV.  leurs  valeurs,  on 


aura 
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tZ=LS.N,ïydx^LS.Fd.ïy-+Ls<4/J* 


. ns'v  -+-  ££ü  -1-  -+  i£iii  _+.  &C' 

7 à*  dx1  dx' 


Puis  donc  que  S'S.Z dx  — S.^  Z dx , on  aura  la  va- 
riation cherché 


fS.Zdx=S.(LdxS.N'frd»)-+S.(LdxS.Pd.fi/)-+S.(Ldx.S.%ÿ^')-+&c. 
-+S.N£ydx-¥S.Pd.£y-¥S.  -+S. 

Pour  délivrer  cette  formule  des  lignes  multipliés  d’in- 
tégration, fuppofons  S.Ld*~V,  ou  Ldx=d V \ &, 
parce  qu’on  a les  égalités  fuivantes  S.(LdxS.N'S  ydx ) 
=zS.(dVS.N‘S'ydx)^VS.N'£ydx  — S.t7N'3'ydx; 

S.  ( L dx  S.  Pd  S'y  ) = S.  ( d VS.  Pd  S y ) = S.  VS.  Pd  S y 
— S.VPdSy  ; S.{LdxS.^~^-)~S.(<dVS. 

ÈJllL  )=:rs.  SLî^lJL  _ s.  , on  trouvera 

dx  J dx  dx  ' 


SS.Zdx—PS.N'Sydx-^PS.PdSy^PS. -+  VS. 

-+•  S.  (A7—  N‘V)Sydx-+S.(P—PV)dSy->rS.(  &c. 

Ces  deux  formules  étant -réduites , comme  dans  le  Pro- 
blème precedent  donneront  la  variation  cherchée 
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fS.Zdx 
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-h-  v*,(r— g-Tx-TÊ— <*0 


Vdiy 


(£- 


^.££££2.(r'. 


J R' 


■TT-^^ ? 

d? 

I K.  — 

dx 

(7c. 


d x1 

ddS‘ 


dx1 

VT-+&r-) 


<?c.) 


d/t 

dx 

ddjy 


d x 

<7c. 


^-£(R  — R' F)  — ÔV.} 


DLXIX. 

Corollaire  I.  Les  réductions,  dont  nous  nous 
fommes  fervis,  pouvant  fe  trouver  aifément,  on  peut 
les  omettre  pour  exprimer  d’une  maniéré  plus  courte 
la  variation 


= y S.  d x ( AT  J*/  -+  -v 


Q_ddtj 
dx 1 


VÔï.) 


-+  5.  </  * <[  ( n— N'  v)  */  -+•  ( p — p'  p)  Ig.  ( 4>— j')  -+-  &c. 

p P P 
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Car  il  eft  évident  que  VS.N'^^dx-^VS.P'di'y—k- 

VS.  ^&c.  = VS.d»(hr£y^^^^&-4— 


-t-  &c.  ) , & que  S.  ( AT—  WF)  S'y  d x -4-  S.  ( P — P V)  X 
dfi/’-*-S.(Q — ^V)^--~¥&c.=zS.d»^(kN — NT)X 


D L X X. 

Corollaire  II.  Lorfqu’on  veut  avoir  la  varia- 
tion S'S.Zdz.y  depuis  x = o,  jufqu’a  x = x,  on  pren- 
dra l’intégrale  S.Ld x — Vy  de  maniéré  quelle  s’eva- 
noüifle  par  la  fubflitution  de  zéro  au  lieu  de  x,  8c 
qu’enfuite  cette  intégrale  V devienne  A par  la  fubfti- 
tution  de  a pour  x,  & on  pourra  écrire  A pour  V 
dans  la  formule  qui  exprime  la  variation  S' S.  Z d x , 
lorfque  la  lettre  V dans  cette  formule  eft  hors  du  figne 
d’intégration  S. 

DLXXI. 

Corollaire  III.  Et  par  ce  que  les  coefficients 
£,  M,  Ny  P y £y  Ù“c.  peuvent  être  regardés  comme 
des  fondions  de  x,  a caufe  qu’on  fuppofe  que  la  rela- 
tion , ou  l’equation  primitive  entre  x & y eft  donnée  ; 
l’intégrale  S.Ld»  y ou  V pourra  être  traitée  comme 
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jine  quantité  confiante  A,  après  qu’on  aura  fubftiruc 

dans  V la  confiante  a pour  la  variable  x , de  forie 

, / dP  . dd£  d'R' 

que  l’intégrale  VSAydx[^J\  dx  -+■  d^x  dx> 

(ÿc.)  deviendra  A S.^y  d x(N 77-*  —?  &c.^ 

= S.*ydx(N'A- £a+^A-~&c.);  8c  qu’- 
en ajoutant  cette  intégrale  avec  fa  correfpondante 

(Pc.  , la  fomme  fera  S.  S'y  d x £ ( N-+  WA  N V) 

d(  P-j-PA  — P'  V)  t d J ( £l-+ & A — O.1') &Cm  . 

à X à X* 

De  même,  fi  on  ajoute  la  partie  abfolue  V <P y X 

(p— ^ •)»  ou  A—^r?A'Jr 

ddP_  jf-Jr&ç.  ")  avec  fa  correfpondante  J s y {(P  — PP) 

dx'-  J 

d.(n—Q‘!')  | dd.jR-- RP) Ô*c. }■;  leur  fomme  fera 


fiy{(P-*.FA—PV)  — 


d.(0-ïD'  A — Q'V) 


dà.'R-^RA  — R'  _ Enfin  fi  on  fuppofe  , 

dx 1 

pour  abréger , N— H ( A — V)N  = ( W)  ‘ P — t- ^ A l ) P 

— (P)  ; Or*  ( a—  v)  % = ( Q)  ; R -+  ( a—  v)  R = 

( R ) ; ÔV. , on  aura  pour  la  variation  &S.Z  dx  prife 
jufqu’a  x = a , la  formule  fui  vante 
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d(n 


*S.Zdx=zS.*/dx[(N) 


dd.(îl)  d’(R)  . d*S 


d.t. 


dx 

dd.i  y 
dx 
d**y 


{(£)- 

^{(R) 


dx + 

d.(R) 


dx 

•lui 


dx 


dxx 

-hÔï.J 


-¥&c. 


dx* 

dHS) 


dxx 

■ dd.{S) 


dx * 


&'} 


■&'} 


On  trouvera  la  même  chofe  en  fâifant  dans  la  formule 
du  Corollaire  I.  les  reduftions,  dont  on  s’eft  fervi  dans 
les  Problèmes  precedents. 

D L X X 1 1. 

Corollaire  IV.  Si  la  quantité  Z de  la  for- 
mule propofée  S.Zdx  renferme  de  plus  une  autre  for- 
mule intégrale  11'=  S".  Zd  x , de  forte  qu’on  ait  d2"  = 
LdH—\-  Ld  n'-4-  Md  x—^rNdy  — i-  P d p — t-  ($)d  q — t-  Rdr  t 
& aufli  dZ"=M*dx-+N"dy-+p-dp-dr§rdq-+Kdr-+ 
&c.  Si  on  fuppofe  S.Ldx=zV,  S.Ldx=V , & de 
plus,  pour  abréger,  N — N'V — N"V'=.(N)  ; P — ► 
pv—rv=z{p);  Q— $V—  <£#"=(.£);  R— 
K Z-—R" V=(R)  j on  trouvera  la  variation 


/ 
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Mais  fi  on  veut  avoir  cette  variation  jufqu’a  * = 4, 
on  fuppofera  qu’ayant  fubftitué  a pour  *,  l’intégrale  V 
devienne  A^  & l’intégrale  V'-=^A\  & ayant  fait 

( N)  = A7-+-  ( A—  V)  N'- 4-  ( yf—  r ) N''  ; 

(P)  — P-h(A—V)P,-*(A'—V‘)Pi; 

(g)=£-+(A-r)<l-*(A'-ng:; 

(R)=zR-+(A — V)K-+(A'—'V')R' ; &c. 

On  trouvera  la  variation  cherchée 


/ i-,  z j , = î.  d . t-r  { ( n ) - -*  _ £iîi  &c.  y 
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DLXXIII. 


Problème  V.  Trouver  la  variation  &S.Zdx 
de  la  formule  intégrale  S.Zdx , lorfque  la  quantité 
Z,  outre  les  lettres  x,  /,  p,  q , r,  Ô*r.,  renferme  la 
formule  intégrale  Tl=zS,Z'd x , dans  laquelle  la  quan- 
tité Z',  outre  les  lettres  q , r,  ÔV. , con- 

tient la  formule  intégrale  ïl'=zS.Z'dxy  Z'  étant  une 
fonflion  des  feules  variables  x , y , p , q , »• , ÔV. 

Solution  . i ? Puifque  Z eft  une  fonflion  des 
quantités  x,  y -,  p,  q -,  r,  ÔV. , & de  11  = 5".  Z’dx,  fa 
différentielle  fera  Ld  n— t-  Md  x— *-  Ndf-+-Pdp-+Qd  q 
— +-  R d r-+&c. , & fa  variation  S'Z  — Lf'l\-+-NJy 


d*  y 


dd  y 


dx1 


-+R 


#4? 

dx> 


&C 


ou  J' Z ~ 


L J'  n -+•  H y en  fuppofant  H = A” J'/  — t- P 
— donc  $ Z d xz=.Ld  x$'Tl-¥Hd  x y fk  S'S.Zdx 
z=.S.S'Zdx  — S.LdxS'Yl-+S.Hdx, 

2 ? Puifque  Z'  eft  une  fonflion  des  quantités 
n',  x,/,  p,  qy  r,  &c. , on  aura  dZ'—Ld  ri'—n 
Mdx-¥Ndy-+P'dp-*-£ydq—¥Rldr-+(D‘c.  ; J'  Z — 

v,  f.  - -,  - P d . S y Q'  d d . t y R d*  j y y- 

L «r  n — »-  i\r  v — i — — -+-  ^ -t-  ô’c.  ; 

*Z'=L'fin'-+H.,  en  fuppofant  H'=N' ïy 
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—H  — +•  (Je.  ; Js  Zdx~LdxdW—\rH'dx  ; 

S.&  Z'd  x=zS.L' d x S'il' -+S.  H'd  x . Donc  , puifque 
U=zS.Z‘dxy  *n  = S'S.Z'dx  = S.L'dxfin'-+S.Hdx. 
Mais  on  vient  de  trouver  cy-dcffus  J' S.  Z d x = 
S.LdxfTl—hS.Hdx;  donc,  en  fubftituant  pour  «MT 
fa  valeur,  on  aura  la  variation  cherchée  <S  S.  Z d x=z 
S.Ld x.S.L d x£  Iï-H- S.L’dx.S.  H'd x-+S.  Hd x . 

3 ? Puifque  Z*  eft  une  fonftion  des  feules  quan- 
tités x pj  î)  tj  ÔV.,  on  aura  d Z"—M"d #-+• 
$Tdy— 4-  F'd  p — t-  £?d  q -+■  Rï'd  r — +-  &c.  ; £ — H 

?‘d*y  . J gdd.ty  JCdPty 


dx 


d x3 


+ &c.;  *Z"=zH" 


en 


fuppofant  H*—  N"^ y -H-  P -+•  . 

S'  Z“d  x — H'd  x ; S.^  Z 'd  x — S.H"d  x ; &,  par  ce  que 
n'=S.ZVx,  on  aura  *IÏ=*S.Z''dx=:S.à'Z'dx  = 
S.H'dx. 


Subftituant  cette  valeur  de  f1  IÏ  dans  l’équation 
J1  S.  Zdx  — S.  Ldx.  S.  L'dxS'  II'-*-  S.  Ldx.  S.  H dx-¥ 
S.Hdx , qu’on  a trouvé  cy-deflus , on  aura  la  varia- 
tion cherchée  £ S.  Z d x=zS.  Ld  x.S.L  d x .S.  H"  d #— t- 
S.  Ldx.  S.  Hdx-+  S.Hdx. 

4?  Maintenant  pour  délivrer  cette  formule  des 
fignes  multipliés  d’intégration,  fuppofons  d’abord  S. Ldx 
=zV,  ou  Ldx  — dF)  & nous  aurons  S.Ldx.S.H'dx 
=zS.dV.S.H"dx~VS.H"dx—S.VH"dxy  & S.Ldx.X 
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S.  Ldx.S.  H'd  x — VS.  Ldx.S . H"dx—S.  VLdx.  S.  Hdx; 
donc  S'S.Zdx— VS.  Ldx.S.  H'd x — S.  VLd x S.  H"dx 
— h S.  Ldx.S.  H d x-+S.Hdx. 

5?  Suppofant  encore  S.Ldxz=.V\  ou  Ldx  = 
dV  , on  aura  S.  L d x .S.  H"  d xzzzS.d  V .S.  H"d  # = 
VS.Hhdx  — S:  V'H’dx , & VS.L'dx.S.H"dx=W.X 
S.H’dx—VS.V'H'dx;  donc  J'S.Zdx—W'S. H'd x 
— VS.  VHdx  — S.VdV.  S.  H"d  x -+VS.H'dx-b 
S.  Hdx. 

6?  Suppofant  enfin  VdV—dV",  ou  S.VdV 
~V\  on  aura  S.Vd  VS.  H’d x~S.d  V" . S.  H"d x =s 
VS.  H dx  — S.VH’dx ; & en  fubflituant  cette  valeur 
dans  la  derniere  équation,  on  aura  la  variation  cher- 
chée Ï S.  Z d x = V V.  S.H  "du  — VS.  V H 'd  x — V S.H  'dx 
— +-5.  V" H'd  *-+-  VS.  H'd  x-*-S.  Hd  x , ou  J' S.  Z d x=z 
( y y __  y"  ) Hdx—  V.  S.  VHdx-+  S.  VH"dx-¥ 
VS.  H'd x-4- S. Hdx.  En  remettant  dans  cette  formu- 
le les  valeurs  de  H" , H' , & H , on  aura 


fiS.Zdx  — {VV—V).S.dx(N''fiy^L±; 


P”  A y à ÇTeid.i  y 


— v.s.vdx(i sr -+  -»•  ôv.  ) 


P'd.if  Q’dd., T y 


àx 


DLXXIV. 
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DLXXIV. 

Corollaire  I.  Si  on  veut  avoir  la  variation 
de  la  formule  intégrale  S.  Z ^«depuis  * = 0,  jufqu’a 
* = <*,  on  prendra  les  intégrales  V=S.Ldx , V'=z. 
S.L'dxy  & V=zS.L'dx , de  maniéré  quelles  s’eva- 
noüiffent  en  faifant  *=o,  & qu’en  fuppofant  enfuite 
x — Oy  elles  deviennent  V~Ay  V—  A’ , V — A”  y 
8c  on  pourra  mettre  ces  valeurs  A , A' y A"  pour  V y 
V y V y dans  la  formule  de  la  variation  que  nous  a- 
vons  trouvée,  lorfque  les  lettres  Vy  V y V"  font  hors 
du  ligne  d’intégration  S. 

DLXXV. 

Corollaire  II.  Si  on  fuppofe,  pour  abréger, 

N-b(A-F)  N'-¥(AA'—A"~AV'-^V')N,'=z{N); 
P-+(A — V)  P'-+(AA'—AH—AV'-+V")  P'=(P)  ; 
Q-+{A—V)Q-*r(AA—A"—Ar-+V)Q=i(£)); 
R-+(A — V)  R'-\-(AA' — A" — AV'-¥V)R”=(R)  ; 
&c. 

La  variation  de  la  formule  S.Zdx  jufqu’a  » = fera 

Q.q  î 
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Corollaire  III.  Si  on  fait  les  réduirions  com- 
me dans  les  Problèmes  precedents,  on  trouvera  pour 
la  variation  cherchée  jufqu’a  * = * 


A*). 


d 3 y 


r{<«> 


dx 

d(R) 


C '7c. 


■&c.  } 


dx1 

■+•6^.1 


D L X X V 1 1. 

Corollaire  IV.  Puifque  V"—S.VdV,  on 
aura  AV — V=S.(A  — V)  L'd  x . Car  Ldx—dV; 
par  confequent  S. [A — F) L' d x=zS.Ad F — S.PdV= 
AV — V.  C’eft  pourquoy,  fi  op  fuppofe  l’intégrale 
S.  {A — F)  L d x=zX,  en  prenant  cette  intégrale  de 
façon,  quelle  s’evanoiiilfe  lorfque  x = o,  & qu’elle  de- 
vienne fl,  lorfque  x = a,  de  forte  qu’on  ait  S.L’dx 
= F',  & qu’en  fuppofant  x = a,  V devienne  A\  qu’- 
on ait  aufii  S. [A — F)L//x  = X,  & qu’en  fuppofant 
# = *,  X devienne  = A.  Dans  ces  fuppofitions  les 
valeurs  marquées  dans  le  Corollaire  II.  deviendront 
telles  qu’on  les  trouve  cy-deflous 
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N-4-  ( A—  V)  N'-»-  ( B — X ) N"=  ( N) 

P~*-(A—y)P'-k-(B  — X)P"=(P) 

%-+(  A B -X)  <£==(£) 
R-+(A—y)R'-*(B  — X)R’,=  (R); 

Car  il  eft  évident  dans  les  fuppofitions  qu’on  vient  de 
faire,  que  AA' — A"~By  & que  A V — V"  —X , 
3c  par  confequent  que  A A'  — A" — A V-4-  V"—B  — X. 

DLXXVIII. 

Lemme.  L’ équation  différentielle  d Z — Z tt  d x 
— *•  r du  , dans  laquelle  -n  & r font  des  quantités  quel- 
conques confiantes  ou  variables,  a pour  intégrale  l’equa- 
tion  Z=.eS'r  “*X  S’.  e~  xr  d u , e étant  le  nombre, 
dont  le  logarithme  eft  l’unité. 

Z3 

Car  cette  derniere  équation  étant  divifée  par 
c'*ax  devient  Z e~ S‘ xdx  — S.  é~ s’tJxt  du,  8c  en  dif- 
férenciant celle— cy,  on  a d Z e~S'vrix — Ze  rdx 

— e~~S'T d*rdit)  équation  différentielle  propofée. 

DLXXIX. 

Problème  VI.  Trouver  la  variation  = 
J'S.Zdx  de  la  formule  intégrale  <p~S.  Zdx,  dans 
laquelle  la  quantité  Z , outre  les  lettres  #,/,/> , q , 
r,  (Je.  contient  l’intégrale  meme  9, 
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Solution.  Puifque  Z eft  une  fonirion  des  quan- 
tités 9,  *,/,/>,  qy  r,  (Pc,,  fa  différentielle  fera  à Z 
= Ldq>—*-Mdx-+  Ndy  —hPdp—i-  Qd  q —k-  Rdr—*-  &c. , 
& fa  variation  S'  Z — L £ 9 ->r  — t- f — <-  — 

— +-  ~~~  -+•  Ô*f . ; par  confequent  £ Z dx=zLdx<5'q>  — 1- 
Hdx , en  fuppofant  H — NS'y  — t*  - —h 

-~^--+-Ô*r.,  8cS.J'Zdx=.£'S.Zdx  = S'y  — S.LdxJi<p 
—hS.Hdx.  Donc  en  fuppofant  J' 9 = s,  on  aura  s = 
S.Lzdx-*-S.Hdx , d’où  l’on  tire,  en  différentiant  , 
dz=zLzd  x — k-Hdx,  &,  en  iutégrant  (par  le  Lem- 
me  precedent),  z — es'Ld*  X S.e~~s‘Ld*  Hdx . Donc, 
fi  on  fuppofe  S.Ld  x=.Vy  on  aura  la  variation  cher* 
chée  £ S.Z  d x— q>z=zz  — eV  S.  e y H d x = t ^ X 
S.-ydx(NJ's-+  — f.  -4. gÿr.  ) . Si  on 

veut  avoir  cette  variation  depuis  x = o,  jufqu’a  x — ny 
on  cherchera  la  valeur  A de  , l'intégrale  V=±S.Ld  x 
dans  cette  fuppofition , & ayant  fait  eA~ 1 N— (N); 
cA~yP=(P);  eA~y  Qj=z{£)  ; cA~y  * = (*)  ,* 
(D‘c. , on  trouvera  par  les  réduirions  faites  comme  dans 
les  Problèmes  precedents,  la  formule  fuivantc 
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t1 ç = J' S.  Z dx  — S.  d x/  y (N)- 


4P  3 

d(P)  . dd(QJ  J'(_R)  J*(S) 


dx 


dx1 


dx' 


dx 4 


J 

dx 

ôv. 


M.W-6V.} 


>6*.} 


D L X X X. 


Corollaire.  Si  on  a l’equation  diff^ren tielle 
d y~Z  d x y & que  Z contienne  l’intégrale  y = S.  Z d x y 
& de  plus  les  lettres  x,  /,  p , <7,  r,  ÔV. , on  pourra 
trouver  par  ce  Problème  la  variation  «A  9 = ^ 5".  Zix. 

D L X X I. 

PROBLEME  VII.  Trouver  la  variation  / S.  Z dx~ 
£ 9 de  la  formule  intégrale  ç = S.Z  d x,  dans  laquelle 
la  quantité  Z renferme  non  feulement  les  lettres  x,  y y 
p y q y r , (D“c.  y Sc  l'intégrale  même  9 , mais  de  plus 
une  autre  formule  intégrale  U =zS.Z'd  x y Z'  ne  conte- 
nant que  les  quantités  x , y , p , q , r , &c. 

Solution.  Puifque  Z eft  une  fonftion  des  quan- 
tités 9,  n,  x y y y p y qy  r y &c.  y fa  différentielle  fera 


s 
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d Z — K d 9 — h L d n — f-  Md  x — l-  Nd y — +•  P d p — H Qd q 


Rdr—^&c.,  8c  fa  variation  «P  Z=zK  <P<p— h Ld II 


■N  J'y  -+ 


Pdt i 


Q_d  d . 9 y R d*t  y 


dxx 


dxi 


-*■&( 


De  même,  puifque  Z'  eft  une  fonêliou  des  quan- 
tités *,/,  />,  r,  &c.  feulement,  on  aura  dZ'~ 
M d x — +-  N'dy  -¥P'd p~¥  Qjü  q -¥  R d r -+•  ÔV.  ; J'  Z'  = 


N'd  y -+ 


P'd&y  Q 'à  d * y Rd^è 


ax  d x1  d xi 

ce  que  H = S.  Z' d x , ou  aura  n = <f  S1.  Zd  x=z 
S.  J Z d x ; par  confequent  «Ml  = S.  d x^N1  J' y -+■  —j~ 

Çyddty  R'd^9 


< — ~~T~  “*■  ^c‘  ) ~ S.  H d x . Suppofons 


H—Ndy—ï 


Pdt  y 


Q d d 9 y 


RdU  i 


dx1 


dx> 


-+•  Ô*c. , ^ ç = z , 


8c  Ldlï~->rH—u ; 8c  par  ce  que  <5'<p  — S.S'Zdx  = z} 
on  aura  £ Z dx-=d z ; S' Z — —■  = K z— h u ; par 


confequent  dxznz  K d x-t-w  d x , d’où  l’on  tire  (par 
le  Lemme  precedent)  z — e',K,ix  S.e~s‘Kdx  ud  x — J'ç. 
Or  udx—LdxJKTl-+Hdx=zLdxS.H'dx-+Hdx;  8c  en 


fuppofant  S.  K d # = F,  on  aura  e s,Kaxudx  = e yX 


LdxS.H‘dx-+e  vHdx , 8c,  en  intégrant  de  part 
8c  d’autre,  S.c~S'K,Jxudx  — S.e~l/LdxS.Hdx-+- 
S.e~l/Hdx. 
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Soit  S.rv  Ldx—V’ , ou  e~v  Ldx  — àV  ; & 
on  aura  S.f-SKd*  ud*=iS.dV‘ S.H'd  x-+S.e~v  X 
Hd*—V'S.H'dx-—S.V‘H'dx-+S.e-^Hdx  ; donc 
la  variation  cherchée  J ' 9 ==  J'  S.  Z </  * ==  z ==  /’ K X 
S.e~s'Kd*udx  — cy VS.Hdx  — <?KS.  V H'dx-^-e'  X 

S.e~^ Hd x ; en  remettant  dans  çette  formule  les  va- 
leurs de  H’  & de  H,  on  aura 


■ e1'  S.  Vd  x(N'S y 
• eSiè  v d x(Nî~  y 


1 1 - 

* 

P 'd  S y 

£Tddiy 

R'ddd.i  r 

dx 

‘ dx'  ' 

dx>  ' 

1 

P d i y 

. QJd  dit  , 

R d'iy 

à x 

1 rfx*  i" 

dx 5 

4- 

Pdiy 

. Qdd*y 

Rd'ty 

1 

dx 

dx1 

dx » 

&c.  ) 


Si  on  veut  avoir  cette  variation  depuis  x = 0 , jufqu’a 
* = /»,  on  cherchera  la  valeur  A de  l’intégrale  V,  8c 
la  valeur  A ‘ de  l’intégrale  V dans  cette  fuppolition; 
enfuite  011  fera,  pour  abréger. 


eA~V  N~+  / ( A'—  V ')  ATrr  ( N ) 

eA~v  P -+-  eA{  A'—  V')  T'  — ( P ) 

/ / ( A'—  ?')£=($) 

eA-y  R-+eA(  A'— V)  R'=z(R ) 
&c. 
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Et , en  faifant  les  reduflions , comme  dans  les  Problè- 
mes precedents , on  aura  la  variation  cherchée , jufqu’a 

H=.a 

* S.  Z d « = S.  d » y { ( N ) - -+ 

-+&c. 

D L X X X 1 1. 

Corollaire.  Si  on  a l’equation  différentielle 
dy  — Z d x , & que  Z foit  une  fonélion  des  quantités 
9 , n,  *,/,  p , q , r , ÔV.  , & n = Z'  d x , Z'  ne 

contenant  que  les  lettres  * , y , p , q > r y ÔV.  On 

pourra  trouver  par  ce  Problème  la  variation  J' 9. 

DLXXXIII. 

Problème  VIIL  Trouver  la  variation  S'S.Zdx 
— J' 9 de  la  formule  intégrale  S.  Z dx  = 9,  dans  laquel- 
le la  quantité  Z renferme,  outre  les  lettres  #, 

9,  »•,  &c, . la  formule  intégrale  11  = 5’.  Z'^ji,  & Z'  con- 
tient encore,  outre  les  lettres  x, /,  p,  9,  r,  la 

formule  intégrale  TlzzzS.Z'dx . Solu- 


Digilized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  IX.  A9? 

Solution.  Puifque  Z eft  une  fonflion  des  quan- 
tités n,  #,/,  p , r,  &ï.,  fa  différentielle  fera  dZ 
= LdII— »-  Md  x— +-IW/-4-  P d p—¥^d  q-+-Rd  r — H ù’c. , 
& fa  variation 

—h  -*•  &c.  — LPTl-^H  ; par  confequent  S'Zdx— 

LJ  Hdx-+Hdx,  & la  variation  cherchée  £yz=.S.  S'Zdx 
= J.  L d x S' n — +-  S.  Hd  x . 

De  même,  puifque  Z'  eft  encore  une  fonélion 
de  n,  x,/,  p,  qy  r,  ÔV. , (à  différentielle  fera  </Z' 
= L’  </  Il — +- M” d x-+N  d y—¥P' d p—¥  (g^d q — +- R' d r-+- 
ÔV.,  & fa  variation  JZ^L'^II— i-ATJ/  — h 

-+ !L£il  -4-6*c.  ; .S'Z’dxzzz 

Udx  S n— t-  HW*  ; «Ml=r:5.LV*J'n— ♦*5’.  Hdxy  par 
ce  que  ZV*,  & /n  = S'.  SZ’dx.  Suppofànt 

prefentement  ^ n = S. J' Z'dx  — z , on  aura,  en  diffé* 
rendant,  fZ'd*  = dz  , ^Z'=^~  = L'J'n—»-H'; 

d z — Ld  x SU-+ Hd  x , ou  d z~z  L d x —¥  Hd  x . 
Donc,  en  intégrant  comme  dans  les  deux  Problèmes 
precedents,  on  aura  z = cS'l‘‘ix  S.e  s‘La*  H'd  x y ou 

S Yl-=.z=.cv  S.  e~  ^Hdx  , en  failàut  S.  L'd  x = V. 

R r r 
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Puis  donc  qu’on  a trouvé  cy-defliis  J' 9 =r 
S.Ldxfill-hS.Hdx,  on  aura  ^ 9 = S.  ey  L d x X 
S.  e~ y H'dx-~ bS.Hdx.  Si  on  fuppofe  / Ld  x — dV  y 
ou  S.  ey  Ldx=.V  , on  aura  la  variation  cherchée 
*V=zS.dVS.e—y  H'dx~+S.Hdx=l/'S.-ir  H'dx  — 
S.Vc~vH'dx-+S.Hdx  , en  remettant  dans  cette 
formule  les  valeurs  de  H'  8c  de  H,  on  aura 


ff  = fiS.Zd*=rS,e-ydx(N'ï/^-~L 

— S.  ~ yr'dx(N‘*/-+ 

-+ S. d X (Nff 


( Qlddiy 
d xl 

^ Qjci  tii  y 
dx1 

[ Q_dd*y 
dxl 


+ 


+- 


+ 


R-d'iy 
dx> 
R ’d'J  y 
d *5 
R d'i  y 
dx> 


-+&C.  ) 
-4-CTc.  ) 
-t-  Cj'c.  ) 


Si  on  veut  avoir  cette  variation  depuis  x — oy 
jufqu’a  x = rf,  on  prendra  l’intégrale  S.eV  Ldx  — A; 
dans  cette  fuppofition  on  fera,  pour  abréger, 


N-*-~y(A—  r)i\r  = (iv); 

P~*rc-y (A—V)  P'=(P); 

' Qs+-''{A—V)Q=z(Q); 

Et  en  fàifànt  la  reduflion , comme  dans  les  Problèmes 
precedents , on  aura  la  variation  cherchée 
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&c. 

D L X X X I V. 

Corollaire  general.  Donc , quelque  for- 
mule intégrale  9 — S.Zdx,  qu’on  propofe  fa  variation 
depuis  x = 0 , jufqu’a  x = a , fera  toujours  exprimée 
de  la  maniéré  fuivante 


9 = 


S.  J*  fi,  {(N) J, 


d(P)  dd(£>)  d’(  R)  d*(S) 


d(.H) 


**/{(?)■ 


dx1 

dd(R) 


dx 

ddi 


ÔV. 


-+■ 


dx 1 

dd(S) 


dx' 

H-CTc.} 


dx* 

dKs) 


dx ♦ 


■ ÔV.} 


J*5 

•c,} 
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En  prenant  dx  confiante,  8c  en  déterminant  les  va- 
leurs des  lettres  en  parenthefes  (N),  (P),  (jS?),  (P), 
(51),  &c.  comme  dans  les  Problèmes  precedents. 

On  voit  de  plus,  par  tout  ce  que  nous  avons 
dit , qu’on  peut  toujours  trouver  par  le  calcul  différen- 
tiel la  variation  d’une  quantité  compofée,  comme  on 
voudra  des  formules  intégrales,  & des  formules  abfo- 
lues , ou  fans  intégrales . Par  exemple , fi  la  quantité 
V,  dont  on  veut  trouver  la  variation,  contient  les 
formules  intégrales  quelconques  ç = S.  Z d x , <*/  = 
S.Z'dx  , <f“=S.  Z“dx,  &c. , en  différentiant  a l’ordi- 
naire , on  aura  d V~  K d 9 -+-  K'd  9'-+-  K "d 9"-+  &c. , 
fa  variation  fera  J'  V=.  K J' 9 — K V 9'— t-  K“  / 9"— 1-  (7c. 
8c  on  trouvera  par  les  réglés  precedentes  les  variations 
particulières  <^9,  ^9',  ^9',  (7c..  Il  efl  encore  évi- 
dent que  la  variation  V fera  toujours  exprimée  par 
la  formule  fuivante  f'V=.S.(A)dxS'y-¥(B)i'f-+‘ 

datls  laquelle  (A) y (B), 

(C),  (D),  (7c.  font  des  fondions  qu’on  pourra  trou- 
ver par  les  réglés,  qu’on  a établies  cy-deffus. 
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ARTICLE  SECOND. 

De  P application  du  Calcul  des  Variations 
a la  folution  des  Problèmes. 

DLXXXV. 

Les  principaux  Problèmes  , quon  peut  propofer  de 
refoudre  par  le  Calcul  des  Variations,  fe  reduifent  aux 
deux  fuivants  : le  premier,  qu’on  peut  appeller  Dirctt 
eft  celui-cy:  la  relation,  ou  l’equation  primitive  ( E ) 
entre  les  deux  variables  * 8c  y étant  donnée  avec  fa 
variation  J'(E),  par  laqueile  on  determiue  la  valeur 
de  ^ j',  variation  de/,  trouver  la  variation  S'  V d’une 
formule  V compofée , comme  on  voudra , des  deux  va- 
riables x 8c  /,  de  leurs  dérivées,  p=.-^—y  £ = •—, 

r~~.  5 = 4—  * (Vc..  8c  même  d’intégrales  non  de- 
veloppées , qui  renferment  ces  variables , 8c  leurs  diffé- 
rentielles de  quelqu’ordre  que  ce  foit.  Le  fécond  Pro- 
blème eft  l’inverfe  du  premier  8c  peut-être  énoncé 
ainfi  : une  formule  quelconque  V compofée  comme 
dans  le  Problème  precedent  étant  donnée,  trouver  quel- 
le doit  être  la  relation , ou  l’equation  principale  ( E ) 
entre  les  deux  variables  x & / , pour  que  la  variation 
V de  cette  formule  foit  égalé  a une  quantité  donnée, 


ou  a zéro. 
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DL  XXXVI. 

On  peut  refoudre  le  Problème  direél  par  les  ré- 
glés du  calcul  des  variations,  que  nous  avons  établies 
dans  l’Article  I. , car  on  trouvera  par  ces  réglés  la  va- 
riation & V~S.(A)  dxiï y ^(B)f'y  — 

(D)  dd-'*y-  -4-0*r. , 8c  en  fubftituant  dans  cette  formu- 

a x 

le  la  valeur  de  la  variation  S' y trouvée  par  la  relation 
donnée  ( E ) , on  aura  la  variation  cherchée  V.  Il 
faut  feulement  remarquer  que  les  différentielles  de  tous 
les  ordres  d y , ddy  y d1  y , ÔY. , & leurs  puiffances 
quelconques  <//*,  ddy  , / / , ÔŸ,  , d'y  , 

ÔY.  peuvent  toujours  être  exprimées  par  les  lettres 
p , G Jj  ÔY. , & par  les  puiffances  de  la  différen- 
tielle confiante  dx . Car  dy—pdx , ddy=.dpA*  — : 

d'yz=zdqdx*  = rdxJ  , &c.  , dy1=p*dx'  , 

dy*  —p*  dx* , ÔY. , //<//  =q*dx4,  ÔY. ; cette  remar- 
que efl  fouvent  neceflaire  pour  rappeller  une  formule 
donnée  a l’expreffion  S.Zdx , dont  nous  nous  fommes 
fervis  dans  l’Article  I..  Suppofé,  par  exemple,  qu’on 

ait  la  formule  F=S.  , & qu’on  veuille  la 
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réduire  a l’expreffion  S.Zdx , on  n’aura,  pour  cela, 
qu’a  écrire  />*  d pour  d y*  dans  la  quantité 

^ d x*  —hdy1  , qui  par  cette  fubftitution  deviendra 
= ^ d x1  -4- p1  d x*~d  x ÿ i —hpp  ; d’où  l’on  tirera 

S.  il?  S.Zdx.  8c  Z = —~~lp . 

S,  S, 

DLXXXVII. 

Pour  refoudrc  le  Problème  iuverfe,  il  faudra  d’a- 
bord trouver,  comme  dans  le  Problème  direft  la  va- 
riation J'  V exprimée  en  S' y ; ce  qu’on  pourra  toujours 
faire  ; enfuite  on  égalera  cette  cxpreffion  de  & V a la 
quantité  donnée,  ou  a zéro,  8c  on  déterminera  par 
cette  égalité  la  relation , ou  l’equation  cherchée  ( E ) 
entre  les  deux  variables  x 8c  y . C’efl  dans  cette  par- 
tie de  la  folution , que  confifte  toute  la  difficulté  du 
Problème  inverfe.  Nous  allons  la  développer,  8c  éta- 
blir les  principes  necclfaires  pour  la  furmonter,  en  ap- 
pliquant generalement  le  Calcul  des  Variations  aux 
Problèmes  de  Maximis  & Minimis , qui  ont  donné 
occafion  a la  decouverte  de  ce  calcul , & de  pluiieurs 
autres  belles  méthodes. 
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, DLXXXVIII. 

Si  V efi  une  fon&ion  quelconque  compofée  de  la 
feule  variable  z,  8c  de  confiantes,  8c  qu’on  veuille 
trouver  la  valeur,  qu’on  doit  donner  a z,  pour  rendre 
cette  fonflion  V la  plus  grande,  ou  la  plus  petite  pof- 
fible,  on  démontré  dans  les  elemens  ordinaires  de  la 
méthode  de  Maximis  8c  Minimis , qu’on  n’a  qu’a  pren- 
dre la  différentielle  d V , ou  la  variation  quelconque 
infiniment  petite  J'  F,  faire  d V,  ou  8c  déter- 

miner par  cette  équation  la  valeur  de  z ; d’où  il  fuit 
que,  fi  la  formule  V eft  une  fonélion  compofée  d’au- 
tant de  variables,  qu’on  voudra  z,  x, /,  «,  &c.,  on 
en  trouvera  toujours  le  Maximum , ou  le  Minimum , en 
faifant  l’operation  que  nous  venons  de  dire  pour  cha- 
que variable  en  particulier,  toutes  les  autres  variables 
étant  regardées  comme  confiantes . Car  chacune  de  ces 
operations  donnera  une  équation  entre  les  variables  8c 
les  confiantes;  on  trouvera  autant  d’équations,  qu’il  y 
a de  variables  dans  V , 8c  on  en  déterminera  les  va- 
leurs par  la  comparaifon  des  équations . 

De  même  fi  on  propofe  une  fonélion  V compose 
de  confiantes  8c  des  deux  variables  x 8c  y , 8c  qu’on 
demande  la  valeur  qu’il  faut  donner  a la  variable  y, 
pour  qu’après  la  fubfiitution  d’une  quantité  donnée  a 
au  lieu  de  x dans  cette  fonflion  Z7,  elle  devienne  un 

Maxi- 
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Maximum , ou  un  Minimum , on  n’aura  qu'a  d’abord 
fubflituer  dans  V la  quantité  a pour  x;  ce  qui  rendra 

V une  fonction  de  la  variable  /,  8c  de  confiantes, 
dont  on  trouvera  le  Maximum , ou  le  Minimum  par 
l'equation  ci V,  ou  S'V—o^  comme  dans  le  premier 
cas;  pourvût  neantmoins  que  V foit  une  fonction  déve- 
loppée de  * 8c  de  /,  dans  laquelle  on  puifle  fubflituer 
aéluellement  la  confiante  a pour  la  variable  x. 

DLXXXIX. 

Mais  fi  dans  cette  derniere  équation  la  quantité 

V n’efl  pas  une  fonction  développée  de  x,  8c  de/: 
par  exemple,  fi  c’efl  une  intégrale  S.Zdx , dans  la- 
quelle Z efl  une  fonflion  quelconque  de  x 8c  de  /,  la 
queflion  efl  d’un  autre  genre,  8c  a befoin  d’une  mé- 
thode bien  différente  de  la  première,  pour  être  refo- 
Iue.  Alors  on  ne  peut  pas  fubflituer  a dans  la  différen- 
tielle Z</x,  mais  il  faudrait  d’abord  prendre  l’intégrale 
S.Zdx , en  fuppofant  x 8c  / variables,  8c  fubflituer 
enfuite  dans  cette  intégrale  la  confiante  a au  lieu  de 
x,  par  ce  que  la  valeur  de  cette  intégrale  dépend  de 
la  relation  entre  ces  deux  variables , 8c  que  cette  va- 
leur même,  après  la  fubflitution  de  a pour  x,  change, 
lorfque  la  relation  entre  x 8c  / vient  a changer.  Dans 
ce  cas  on  peut  propofer  ainfi  le  Problème  : fuppofé 
qu’on  doive  prendre  l’intégrale  S.Zdx , de  maniéré 

S ss 
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quelle  s’cvanoüifle,  lorfque  x—o,  & qu’elle  air  une 
valeur  quelconque , que  nous  deGgnerons  par  H,  après 
qu’on  aura  fubftitué  la  confiante  a au  lieu  de  x , on 
demande  quelle  doit  être  la  relation,  ou  l’equation  en- 
tre les  deux  variables  x 8c  /,  pour  que  la  quantité  H 
/oit  un  Maximum  ou  un  Minimum, 

DXC, 

Pour  refoudre  ce  Problème , nous  fuppoferons 
d’abord,  comme  on  a coûtume  de  faire  dans  l’analife, 
que  la  relation , ou  l’equation , qu’on  cherche  entre 
x 8c  y y cft  déjà  trouvée,  de  forte  que,  quelque  valeur 
déterminée  qu’on  prenne  pour  *,  on  ait  au  moyen  de 
cette  équation  la  valeur  déterminée  de  y , 8c  par  confe- 
quent  celle  de  Z fonélion  de  x 8c  de  y,  8c  pour  rendre 
la  chofe  plus  claire,  foit^B  (Fig,  14.)  une  ligne  droite 
— a,  autour  de  laquelle  on  fuppofe  décrites  deux  cour- 
bes FNE,  G MC,  telles  qu’ayant  mené  la  ligne  NM 
perpendiculaire  a A B au  point  P,  l’abfcifle  commune 
AP  foit  — x,  l’ordonnée  PN=/,  8c  l’ordonnée  cor- 
rcfpondante  P M^  Z . Il  eft  évident  qu’ayant  pris 
P p pour  dx , on  aura  Z dx  — P MM' p , 8c  S.Zdx 
•=  l’aire  AG  MP,  qui  s’evanoiiit  lorfque  * = 0,  8c 
devient  AG  MC  B , lorfque  x=za  ; par  confequent 
cette  aire  AG  MC  B fera  la  quantité  defignée  par  H, 
qui  doit  être  un  Maximum  , ou  un  Minimum , 8c  dont 
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la  variation  S' H fera  nulle  par  le  principe  general  de 
la  méthode  de  Maximis  8c  Minimis,  Suppofons  pre- 
fentement  que  chaque  ordonnée  PAT,  où  y reçoive 
une  variation  quelconque  & qu’en  confe- 

quence  l’ordonnée  correfpondante  PM  reçoive  la  varia- 
tion Mm~i‘  Z ; il  eft  clair  que  l’aire  Mmm'M'= : 
<f  Z dx  fera  la  variation  de  l’aire  PMMp , que  l’aire 
Ggm  M fomme  des  elemens  Mmm  M\  qu’on  exprime 
par  S.J’Zdx  fera  la  variation  de  l’aire  AG  MP , 8c 
que  l’aire  G gmcC MG  fera  la  variation  de  l’aire 
AG  MC  B prifé  depuis  la  première  ordonnée  AGy 
jufqu’a  la  derniere  JC,  ou  depuis  # = 0,  jufqu’a 
k — a.  Il  faudra  donc  que  cette  aire  GgmcC  — ^H 
devienne  nulle , quelles  que  foient  les  variations  é' y 
des  ordonnées  y - Or  ces  variations  font  arbitraires, 
& indépendantes  les  unes  des  autres,  de  forte  qu’il 
n’eft  pas  neceflâire  de  donner  des  variations  a toutes 
les  ordonnées , 8c  qu’on  peut  fuppofér  quelles  font 
toutes  nulles,  excepté  celle  des  ordonnées  qui  font  fur 
la  ligne  infiniment  petite  Pp\  8c  alors  l’aire  GgmcC , 
ou  la  fomme  des  éléments  Mmm  M‘  fe  réduira  a cet 
élément  feul , 8c  fera  £ Zdx—/  H.  Donc  lorfque  H 
fera  un  Maximum , ou  un  Minimum , on  aura  is  Z du 
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D X C I. 

Cette  reflexion  fuffit  pour  refoudre  le  Problème 
propofé,  lorfque  la  quantité  Z dans  la  formule  inté- 
grale S.Zdx  eft  une  fonftion  quelconque  des  deux  va- 
riables finies  x 8c  y.  Car  dans  ces  cas  on  aura  la 
différentielle  dZ~Mdx-+Ndy  ; par  confequent  la 
variation  S Z=z=NSy , & l’element  SZdx=zNd* tSy 
= o,  quelque  foit  la  variation  Sy.  Or  cette  varia- 
tion S y étant  entièrement  arbitraire,  on  ne  peut  avoir 
dans  tous  les  cas  NdxSy—o,  a moins  que  N nfe 
foit  —o.  On  aura  donc  AT=o  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x,  & on  déterminera  par  cette  équation  la 
relation  cherchée  entre  x & y,  ou  l’equation  a la 
courbe  FNE. 

Exemple.  Soit  la  formule  propofée  S.Zdx  = 
S.dxÇ^bb  — nxy  — f- Z—  ) • d’où  l’on  tire  Z ~b b — 

? } x y — f } d Z = Md  x -4-  N d y =r  — rty  d x — n x d y 

I , & N—  — nx  . Donc,  en  fâifaut 

N—o,  on  aura  — »x-+-^-  = o,  & -j——y  , e- 
quation  cherchée  a la  courbe  F NE,  qui  fera  une  pa- 
rabole ordinaire,  dont  le  paramétré  eft  y-,  l’axe  AB, 
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Sc  le  Commet  en  A. 

, on  aura /=/ 


Si  on  fuppofe  =/, 


ou 


'r; /=/r*‘;  z=bb. 


nxy-^--—  — bb- 


rf~  * 


Z d jc  = b b à x- 


!_ 

*/“  X 


î.  1 

& S.Z  dx  — bbx — *-f  , intégrale  qui  s’evanoi'iit, 

lorfque  * = 0 , & qui  efl  un  Maximum , ou  un  M/«;- 
mum  , quelque  confiante  a qu’on  y fubflitue  pour  x. 


DXCII. 


Si  la  quantité  Z dans  la  formule  S.Zdx  contient 
avec  les  variables  x 8c  y leurs  différentielles  quelcon- 
ques, ou  les  rapports  de  ces  différentielles  exprimés  par 
les  lettres  />,  qy  r,  r,  &c. , de  forte  que  l’on  ait  dZ 
— M d x —4-  N dy  — +■  P d p -4-  Qd  q — +■  R d y — kô’r.  , on 
trouvera  par  le  Probl.  III.  de  l’Art.  I. 


J'S.Zdx  — S.dxJ'y^N- 
-+  ly  ( P - 


d /y 

~J7~ 


dP 

17' 

JQ. 


(<£- 


Tx 

dR 


ddQ_ 
dx1 
dd  R 


dx 


dx * 

¥&C.  ) 


dx1  ' ' 

■(D’C. 


m—+&c.)=zS.(A)dxfiy 

dx 1 ' 

ôv.) {B)*y 


(C) 

(D) 


dd  y 
dx 

d d/y 

dx 1 
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ou  fS.Zdx  = S.(A)d*fif-+(B)*/- +(C)~--+ 

(P)  --y*/'  -4-ÔV.  variation  qu’il  faut  prendre  depuis  le 

commencement  de  x — o , jufqu’au  terme  de  x~a1 
pour  quelle  devienne  égalé  a J' H,  variation  de  l’aire 
AGC  B = Hz=z  l’intégrale  S.  Z dx  prife  depuis  A 
jufqu’a  5,  ou  depuis  * = o jufqu’a  x — a.  Or  pour 
que  cette  intégrale  foit  un  Maximum , ou  un  Minimum 
il  faut  par  le  principe  general  de  la  méthode  de  Maxi- 
mis  & Mini  mis,  que  là  variation  H foit  toujours 
nulle,  quelque  foient  les  variations  quand  bien 
même  on  ne  feroit  varier  que  l'ordonnée  P N1  qui  ré- 
pond a l’abfciflê  AP  — x moindre  que  A B = a-,  8c 
c’eft  par  cette  égalité  £ H—o , qu’on  trouve  la  rela- 
tion cherchée  entre  x 8c  y , où  l’equation  a la  courbe 
FNE  c’eft  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Il  faut  d’abord  remarquer  que  la  formule  S.(A)X 

qui 

exprime  la  variation  S^S.Zdx,  eft  compofée  de  deux 
membres  dont  le  premier  S.{A)dx£y  eft  fous  le  figne 
d’intégration,  8c  l’autre 

-¥&c.  ne  contient  que  des  parties  abfolues , ou  qui  ne 
font  pas  fous  le  figne  S..  Il  faut  remarquer  en  fécond 
lieu  que , pour  avoir  toute  la  variation  J'  H,  on  doit 
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fuppofcr  x — a dans  la  formule  entière  S.(A)dx S'y—*- 

(B)Sy  J &c.;  ce  qu’on  peut 

exécuter  actuellement  dans  le  fécond  membre  de  cette 
formule,  en  y fubflituant  partout  la  confiante  donnée 
a au  Heu  de  x,  & après  cette  fubflitution  S y defigne- 
ra  dans  ce  fécond  membre  la  variation  de  la  derniere 

v 

ordonnée / = BC,  qui  répond  a l’abfcifTe  AB=.a\  & 
comme  cette  variation  efl  tout  a fait  arbitraire,  & 
quelle  ne  dépend  point  des  variations  precedentes,  il 
efl  évident  qu’on  peut  la  fuppofer  égalé  a zéro;  ce  qui 
fera  évanouir  tout  le  fécond  membre,  dont  tous  les 
termes  font  multipliés  par  Sy=o,  ou  par  dSy—oy 
ou  par  ddSy=zo,  Ôï.;  il  ne  refiera  donc  plus  que  le 
premier  membre  S.(A)dxSyy  qu’il  faudra  égaler  a 
zéro,  pour  avoir  toute  la  variation  SH—o.  Or  ce 
premier  membre  renferme  toutes  les  variations  qu’on 
attribue  a toutes  les  ordonnées  precedentes  /,  puifqu’il 
contient  la  fomme  de  tous  les  elemens  ( A)dxSy , qui 
naiffent  de  la  variation  de  chaque  ordonnée  /,  dont 
l’abfcifle  efl  x;  dè  forte  que,  ft  l’on  fuppofe  qu’il  n’y 
ait  qu’une  ordonnée  / correfpondante  a l’abfciflex,  qui 
varie,  le  premier  membre  S.{A)dxSy  fe  réduira  au 
feul  element  {A)  dxS  y . Mais  fi  on  fuppofe  de  plus 
que  l’ordonnée  fuivante  /' , qui  répond  a l’abfcifle  x— H 
dx , reçoive  une  variation  quelconque  é'/',  8c  qu’ayant 
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mis  dans  la  fonélion  (A)  l’abfcilfe  x— h</x,  pour  x, 
cette  fonflion  devienne  (A'),  on  aura  le  membre  in- 
tégral S.  ( A)dx  Sy  = {A)  d x Sy-t-Ç  A)  d x Sy'y  & 
de  même,  fi  on  fuppofe  que  les  ordonnées  ymy 
ÔV->  qui  repondent  aux  abfciffes  x-+idx,  x— «-  3^*, 

ÔY. , reçoivent  les  variations  <Ô/",  J'/1",  ÔY. , le 
membre  intégral  S.  (A)  d xSy  équivaudra  a la  fuite 
(A)dxSy-*-(A')dxSÿ-+(A')dxSy  A")  X 
d xS y"  — HÔY. , qu’on  peut  concevoir  continuée  d’un 
côté  jufqu’au  commencement  de  x = 0 , & de  l’autre 
côté,  jufqu’au  terme  de  x—a.  Donc  quoique  la  va- 
riation SH  foit  reftrainte  au  terme  de  x—ay  néant- 
moins  elle  comprend  toutes  les  variations  interme- 
diaires a caufe  du  membre  intégral  S.  (A)dxSy , 

& puifque  la  folution  du  Problème  exige  que  le  mem- 
bre intégral  foit  égalé  a zéro,  on  aura  auffi  la  fuite 
( A ) d x S y -+•  ( A'  ) d x S y -+•  ( A'  ) d x S y"  -+•  ( A' " ) d x S y’ 

— *-ÔY.  = 0.  Or  les  variations  S y , S y , S y" , J'y', 

ÔY.  étant  toutes  arbitraires,  &:  indépendantes  les  unes 
des  autres,  cette  fuite  ne  peut  être  égalé  a zéro,  a 
moins  que  chacune  de  fes  parties  ne  s’evanoüifié , h. 
qu’on  n’ait  par  confequent  toutes  les  équations  particu- 
lières {A)dxSy  — o , ( A)dxSy  — o , (A')dxSy'* 

= o,ÔY. , lefquelles  font  toutes  renfermées  dans  la  feu- 
le équation  indefinie  ( ' A)d xSy  = 0 y de  forte  que, 
quelque  valeur  qu’on  donne  a l’abfcifle  x,  & a la  va- 

\ riation  t 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  IX.  513 

riation  S' y de  l’ordonnée  y , qui  répond  a cette  abfcif- 
fe,  il  faut  toujours  qu’on  ait  l’cquation  (A)dx^y=zo‘} 
ce  qui  ne  peut  être  a moins  que  la  fonction  ( A ) ne 
foit  = 0,  ce  fera  donc  par  cette  équation  (A)  = o,  qu’- 
on trouvera  la  relation  cherchée  entre  x & /,  ou  l’e- 
quation  a la  courbe  FNE.  Dans  le  cas  propofé  on 


a la  fonflion  ( A ) = Àr — — t-  — — — 1-  (D“c. 

Donc  dans  ce  même  cas  pour  trouver  la  relation  entre 
x 8c  y,  qui  rendra  l’intégrale  H = S.  Z d x un  Maximum , 
ou  un  Minimum , il  faudra  faire  N— f-"  ^ — 

dx 

R 

— -f6'r.  = o,  & refoudre  cette  équation. 

D X C 1 1 1. 


Exemple.  Soit  la  formule  propofée  S.Zdx  — 


S.  — “ . En  faifant  ^ = ou  pdx  = dy 

aura  ^ dx1  — t-dy2  = dx S i-t-pp , & Z — l~. 


= dy , on 


Donc  d Z ~Md  x-bNdy  —H  P d p — 


— dy?  1-W 

xyl/  j 


^ fi'-*  PP) 


; d’où  l’on  tire  = AT= — ■ ZLF , 


xyF  y 


te  P — -7=.--,- ; j£  = o , i?.=o.  ÔV.  Il  faut 

F/H-+PP)  * ^ ’ ’ 

T t t 


Digitized  by  Google 


514  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
donc  d’abord  faire  N—  -^-  = 0 pour  avoir  la  relation 
cherchée  entre  * , 8c  y , où  l’equation  a la  courbe 
FNE , qui  fera  une  équation  différentielle  du  fécond 
ordre,  qu’il  faudra  intégrer  deux  fois  fuccefftvement 
pour  la  réduire  a une  équation  finie  entre  x 8c  y.  La 
première  intégration  fe  fera  aifément  de  cette  maniéré, 

puifque  N j-p  = o,  on  aura  Nd  x — d P ; Npdx=z; 

pdP,8c  Ndy=pdP,  a caufe  de  pdx=zdy.  Or  puifque 
iW=o,&que  d Z = Mdx-+Ndy-+Pdp,  on  aura  dZ=z 
Ndy-*-Pdp=pdP—*-Pdpy8c,  en  intégrant , Z — P p 
•*+■  C quantité  confiante.  Donc  puifque  Z — — , 


8c  que  P = -7====, 

-f-c,  & c=^±r 


PT 

on  aura  = 


pp p p 


J7...  , 1 

^(.i-ppp)  <717+777 


> & 


en  fuppofant 


C = —r  , on  aura  — 
P b b 


I 

y ( » -*-pp  ) * 


y{i-+pp)  — b ; pp~ 


y— y by—yr 

y yy  ’ 


^by LL  8c  dx~- 7===,  équation  différentielle 

du  premier  ordre , qui  renferme  une  confiante  arbitrai- 
re b.  . • 
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Pour  intégrer  encore  cette  équation,  on  remar- 

yàf  _ \bd> 

/ oJ—JJ 


quera  que  la  différentielle 


y— y y 


'-bd, 


eft  la  différentielle 


d.^by — y y,  8c  que 

Vby—yy 

d’un  arc  de  cercle,  dont  le  rayon  eft  ~b^  8c  le  finus 


✓*7  — //;  de  forte  que,  fi  on  defigne  cet  arc  par  a, 
on  aura  l’intégrale  x = a — Ÿ b y — yy—>rc  confiante  ar- 
bitraire. Ou  peut,  fi  l’on  veut,  réduire  l’arc  a.  a celui 
d’un  cercle,  dont  le  rayon  eft  l’unité  ; car  fi  l’on 
prend  dans  ce  cercle  l’arc  /S  femblable  a l’arc  a,  on 
aura  a = ^ Æ » 8c  l’equation  deviendra  x — ^b^  — 


*77  — yy~ **c>  qui  renferme  deux  confiantes  b 8c  c 
introduites  par  les  deux  intégrations  qu’on  a faites. 

On  voit  par  l'a  que  cette  équation,  qui  fait  que  la 
formule  propofée  S.i devient  un  Maximum , 

!/  y 

ou  un  Minimum y n’eft  point  entièrement  déterminée, 
puifqu’elle  renferme  deux  confiantes  arbitraires.  On 
peut  donc  ajouter  au  Problème  propofé  deux  nouvelles 
conditions,  qu’on  remplira  au  moyen  de  ces  deux  con- 
fiantes . 
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Par  exemple,  fi  on  veut  que  x étant  = <»,  P 

foit  = o , puifque  P = F—  ■■  , en  fuppofant 
P ~ o , on  aura  p = o ; & par  ce  qu’on  a trouvé  p = 

‘-hy~yy  , on  aura  — yy  — oy  & b —y  , par 

confequent  l’arc  a fera  la  demie-circonference  du  cer- 
cle, dont  le  diamètre  eft  £,  & l’arc  |3  femblable  a 
l’arc  a fera  aufli  la  demie-circonference  du  cercle,  dont 
le  rayon  eft  i . Donc  l’equation  xz=i  — b (i  — v'by — y y 

— hc,  en  y fubftituant  a pour  *,  & zéro  pour  ^ b y — y y 
deviendra  — ~ b 0 —¥c , & la  confiante  c~a — ^bp\ 
étant  la  demie-circonference  du  cercle , dont  le  ra- 
yon eft  i par  confequent  on  aura  x — -^b(2 — . 

— //— *•*»  — ~ b f>' , Si  on  veut  de  plus  que,  x 
étant  = o,  y foit  aufii  ==o,  cette  équation  deviendra 
o~o  — & b=z~-  : fubftituant  cette 

valeur  de  b dans  l’equation  x = -^-b@ — ^ b y — ÿ~ÿ  — t- 

i , ,,  “H  ,/  î a 

•— 011  aura  * = - y —/—//• 
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DXCIV. 

Si  la  quantité  Z dans  la  formule  propofée  S.Zdx 
contient  les  variables  x,y,p,q,r,  &c.,  & des  in- 
tégrales non  développées  qui  renferment  les  différentiel- 
les de  ces  variables,  on  trouvera  la  variation  S1  S.Zdx 
prife  depuis  * = o,  jufqu’a  x = a,  ou  £ H~S.  (^)X 

pour  que  l’intégrale  H,  où  l'intégrale  S.Zdx  prife  de- 
puis x — o,  jufqu’a  x~a  devienne  un  Maximum,  ou 
un  Minimum , il  faudra  prendre  la  fonélion  ( y/) , qui 
fe  trouve  dans  le  membre  intégral  S.(A)dx S'y,  & 
l’egaler  a zéro;  cette  équation  ( A)~o  donnera  la  re- 
lation entre  x & y , qui  rendra  la  formule  H un  Ma - 
ximum , ou  un  Minimum  ; comme  il  efl  évident  par  ce 
qui  a été  établi  cy-deffus . L’autre  membre  abfolu 
(B)<T/-+-(C)  -+-  ( D ) ~T~  — ÔV*  n’appartenant 

qu’a  la  valeur  des  dernieres  ordonnées/,  qui  repondent  a 
l’ablciffex,  lorfqu’elle  devient  —a,  ne  fert  de  rien  pour 
trouver  cette  relation  indefinie  entre  les  deux  variables 
« & / , qu’on  trouve  par  l’equation  ( A)  — o . 

DXCV. 

Lorfque  dans  la  formule  propofée  S.Z  d x~  H , 
la  quantité  Z contient  les  lettres  p,  q , r , s,  (D'c. , ou 
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quelqu’autre  intégrale,  comme  dans  les  Articles  prece- 
dents, l’equation  (yf)  = o,  qui  fait  que  H devient 
un  Maximum , ou  un  Minimum  efl  différentielle  du  pre- 
mier ordre,  ou  d'un  ordre  fupérieur,  qu’on  réduit  a 
une  équation  finie  par  une , ou  plufieurs  intégrations 
fucceiïives , dont  chacune  introduit  une  confiante  arbi- 
traire dans  l’equation  intégrée.  On  pourra  fubflituer 
dans  cette  équation  autant  de  différentes  valeurs  déter- 
minées qu’on  voudra  , pour  chaque  confiante  arbitraire, 
& trouver  par  lh  une  infinité  de  valeurs  de  H,  qui 
feront  toutes  des  Maxima , ou  des  Minima.  On  de- 
mande prefentement,  comment  il  faut  déterminer  ces 
confiantes  arbitraires,  pour  trouver  les  plus  grand  de 
tous  ces  Maxima , ou  le  plus  petit  de  tous  ces  Minimal 

DXCVI. 

Pour  refoudre  ce  nouveau  Problème,  on  pourra  fe 
fervir  du  membre  abfolu  (B)  -j--— *-  (D)  X 

& déterminer  les  confiantes  arbitraires  en 
dxx 

faifant  (B)=o,  (C)  = o,  (D)  = o dans  les  deux  fup- 
pofitions  de  x = d,  & de  x = o.  Car  puifque  toute  la 
variation  ^ H-S.  (A)dxf'y-\-(B)  J'/ — (C) 

(D)  doit  être  nulle  dans  les  deux  fuppo- 
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fuions  de  x — ay  & de  * = 0,  pour  que  H foit  un 

Maximum , ou  un  Minimum , 8c  qu’ayant  déjà  fait  lî 

membre  intégral  S.(A)  d xS  y — o par  l’equation  (A) 
= 0,  fans  toucher  au  membre  abfolu  (B)Sy-+ 
( C ) -+  (7c. , nous  avons  trouvé  par  la  la  relation 

entre  x 8c  y y qui  rend  déjà  H un  Maximum  ou  un 
Minimum , on  n’aura  qu’a  fuppofer  de  plus  que  le  mem- 
bre abfolu  devient  nul  dans  les  deux  mêmes  fuppofi- 

tions  de  x~ay  8c  de  #=0,  pour  avoir  le  plus  grand 

des  Maxim  a y ou  le  plus  petit  des  Minima . Mais  cette 
nullité  de  tout  le  membre  abfolu,  où  l’equation  (S) S'y 

-+■  (C)  ^~-b&c.=oy  ne  peut  avoir  lieu 

généralement  a caufe  de  la  variation  arbitraire  S'y , a 
moins  que  les  coefficients  (B),  (C),  (D),  &c.  ne 
deviennent  chacun  en  particulier  =zo  dans  les  mêmes 
fuppofitions  de  * = <*,  8c  de  x — o.  Donc  8c c. 

D X C V 1 1. 

Nous  avons  fuppofé  dans  tout  ce  Chapitre , que 
la  formule  quelconque  Vy  dont  on  cherchoit  la  varia- 
tion SV  ne  dependoit  que  des  deux  variables  x,  8c  /, 
8c  de  plus  que  la  variation  Sx  de  x etoit  nulle.  Or 
il  n’eft  pas  difficile  de  rendre  ce  calcul  des  variations 
entièrement  general  par  les  principes  fuivants , que  nous 
avons  déjà  établis.  1 ? Que , V étant  tout  ce  qu’on 
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voudra,  la  variation  de  l’intégrale  S.Vy  ou  = 

S.^V.  2?  Que,  la  variation  de  la  variable  quel- 

conque V étant  J'  Vy  la  variation  de  fa  différentielle 
dV , ou  S'dV—d£Vy£ddV^ddi'V,  V=d*fV. 

3 ? Que  l’intégrale  S.  77  t = ?r  t — S.r  d-n , par  con- 
fequent  que  S.Pd<Py  = P<f'y — S.PydP,  &c.  4? 

Que  L,  & » étant  des  quantités  quelconques,  l’inté- 
grale de  l’equation  différentielle  d z=.Lzdx— rdu  efl 
z — eS'Ld*S.e~~ s’L<i*du.  5?  Que,  pour  trouver  la 
variation  £ V de  la  formule  V compofée , comme  on 
voudra,  des  variables  *,  yy  »,  x,  ÔV.,  dont  chacune 
ait  fa  variation,  on  n’a  qu’a  prendre  la  différentielle 
d V—Md  x-+N  dy  -¥  P d u-\-  £>Jz—\r(yc.y  & fubfK- 
tuer  dans  cette  formule  les  variations  au  lieu  des  dif- 
férentielles , pour  avoir  J'  V=  MJ'x  — N £ y —*■  P £ u 
— z-+&c. , & fi  on  vouloit  que  quelques  unes 
de  ces  changeantes  : par  exemple , » & z n’eulfent 
point  de  variations,  on  n’auroit  qu’a  effacer  dans  la 
différentielle  les  termes  P J'»,  & où  fe  trouvent 

les  variations  nulles  J' »,  & J' * . 6?  Enfin  on  pour- 

roit  defigner  par  les  lettres  p , q , ry  sy  ÔV. , py  q , 
r,  r,  ÔV.,  />",  <7*,  /,  /,  ÔV.  les  différentielles  <^x, 

ddxy  £ »,  ÔV., 

* 

éJ’r.,  en  fuppofant  d x=p  y dp  = ddx  — qy  dq  = d\ 
= r,  ÔV. , d y ~p‘  y dp~ddyz=zqy  d qz=z£  y = r , 

Ûï.  DXCVIII. 
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D X C V 1 1 1. 

Etant  propofée  une  formule  intégrale  indéfinie  re- 
prefentée  par  S.  V,  dans  laquelle  V defigne  une  fon- 
ction quelconque  déterminée  des  variables  *,/,»,  8c 
de  leurs  différences  dx,  dyy  d z,  ddxy  ddy , ddz , 
ÔV. , on  trouvera  aifément  par  les  méthodes  preceden- 
tes la  relation  que  ces  variables  doivent  avoir  entr’el- 
ies,  pour  que  la  formule  S.  V devienne  un  Maximum , 
ou  un  Minimum.  Il  faudra,  fuivant  la  méthode  de 
Maximis  8c  Minimis , différeutier  la  propofée  S.  P en 
regardant  les  variables  xyyy  z,  dxy  dyy  dzy  ddxy 
ddy , ddz  comme  variables , 8c  faire  la  différentielle 
qui  en  refulte  = o.  Or  en  defignant  ces  variations  par 
J'  , nous  aurons  par  les  principes  établis  S' S.  V =.  o , ou 
S.fiV=o.  Maintenant  foit  V tel  que  4- 

t*fi»-¥q*d'»-¥T*i*  — t-ÔV.  -4-  Nd'y-+PS'dy  — H 

jÇJJ'  d*/  — t-  R /'  d*  y — +•  C 7c.  —\ri^z—¥-rr^dz—h'y-S'd1z 

-4-  p J'  a — t-  Oÿ.  , nous  aurons  l’equation  S.n^x- 4- 

s.piï  dx-+S.qf' d1  x-+s.r£d'  x— 4-  d?Y,  -+S.Nd'y—t- 

S.Pfdy-+S.<j>Jid*y-*-S;.RJ'/y-*-&C.-¥S.rJ'Z-*‘ 

S.  -n  ^ d z S.x^  d x — h S.  p J' d1  z — 4-  ÔV.  = o . Mais 

f d x=zd £ x^S' d*  x~  d*  S' x , & ainfi  de  fuite:  donc 

V v v 
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en  intégrant  par  parties  , comme  nous  avons 

fait  précédemment  , on  aura  S.pd^x=pi'x 
— S.dpf'x  • S.qd  J'xz^.qdfx — dqS'x-t-S.d  q^x~ 
S.r  d' S xz=zr  d " / x — drd<Px—*-d  rJ'x — S.d  rJ'XjSc 
ainli  des  autres,  & l’equation  precedente  fe  changera 
en  celle— cy  ( A)  : 

S.  ( n ■ — d p — 4-  d 1 q • — d ' r— +■  Ô*c.  ) / x— +-S.  ( N — P — t* 
<T  — d' R -*■  &c.  ) £y-*- S,  ( » — d ■*  -¥  d*  x — 
d ’ p -4-  ÔY.  ) J'  « — »•  ( p — — ^ ^ -4-  ^ r — ÔY.  ) J'  x — 4- 
— d r-*-&c.)  d £ x -+ (r  — &c.)d  J'x—t-fP  — 

— dR-b&c.)  dS'y 

-4- (P — <ï?c.)d'  £ y ->r(-n  — dx-+d'p  — &c.)f* 
-4-  ( x — d p-*-  &c.  )^é'z-4-(p  — ÔY.  ) d,1  J'  z 
C?  Y.  — o . 

On  en  tirera  premièrement  l’equation  (B): 

( n — dp-+d  q — d r— 4-OY.  ) J'  x— h ( N — d P —h  d 
— d1  R- 4-  6Y,  ) — H ( f — d tt  —h  d1  x — ^ p — 4* 

OY.)  = o. 

Et  enfuite  l’equation  (C): 
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(/>  — d q — I- d* r—(7c.)  ^ x-*-(q  — d r-+(yc.)  d£  x—1r 
(r  — &e.)d9fi*-+&c.-i-(P  — d£>j-*-dtR-~ 
&c.)  ï y -*■(£)— -dR-+<yc.)  dfy-*-(R— ÔV.)X 
d J'/— +*CY.  — 4-(  77 — d%—bd  p ) J'  z -+■  —dp—*’ 

(7c.)  d S'  z — h ( p—Ù'c.)  d1  J'  z— t-ÔY.  = 0 , 

Il  faut  bien  diflinguer  ces  deux  équations  (S)  & 
(C),  comme  nous  avons  expliqué,  & de  plus  il  faut 
fe  rappeller  que  dans  la  derniere  équation,  chacun  de 
fes  termes  comme  pfx  dépend  d’une  intégration  par- 
tielle de  la  formule  S.pdi'x^  & que  par  confequent 
on  peut  lui  ajouter,  ou  en  retrancher  une  quantité 
confiante.  Or  la  condition  par  laquelle  on  doit  déter- 
miner cette  confiante,  efl  qu’elle  falfe  évanouir  le  ter- 
me p / x au  point  où  commence  l’intégrale  S.pdS'x. 
Il  faudra  donc  retrancher  de  pïx  fa  valeur  en  ce 
point.  Soit  donc  le  premier  membre  de  l’equation  (C) 
exprimé  generalement  par  Z,  & foit  la  valeur  de  Z • 
où  commence  l'intégrale  S.  V , exprimée  par  Z*,  il  eft 
clair  que  Z — Z' =0  fera  l’exprefTion  complette  de 
l’equation  ( C) . Enfin  pour  fè  délivrer  dans  les  équa- 
tions trouvées  des  différences  indéterminées  c f1*, 

<Tz,  d J'x,  dfy,  (7c.  on  obfervera  par  la  nature  du 
problème,  fi  elles  ont  entr’elles  quelque  rapport  donné, 
on  les  réduira  au  moindre  nombre,  & on  fera  enfuite 
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égal  a zéro  le  coefficient  de  chacune  de  celles  qui  re- 
lient . Mais , fi  elles  font  indépendantes  les  unes  des 
autres,  l’equation  (JB)  fournira  tout  d’un  coup  les  trois 
fui  van  tes 

n — d p -+■  d%  q — à"  r — +■  &c.  = o 
N—dP~+d1^—dï  R -+■  &c,  = o 
r — dir-i-d1  % — d*  p —b  &c.  ss  o . 

D X C I X. 

Exemple  . Nous  avons  déjà  rapporté  ( Article 
dxciii.)  un  Exemple,  qui  renferme  le  Problème,  que 
les  Géomètres  appellent  de  la  Bracbijlocbrone , ou  de  la 
plus  vite  defcente.  Soit  maintenant  ce  Problème  ex- 
primé plus  generalement  parla  formule  .y.  y'dx1-+dp~+dzi 

dans  laquelle  x reprefente  l’abfciffe  verticale , & y , z, 
defignent  les  deux  ordonnées  horifontales,  8c  perpendi- 
culaires l’une  a l’autre,  la  formule  propofée  fera  l’ex- 
preffion  du  tems,  comme  on  fçait  par  la  Mécanique. 
Cette  expreffion  étant  comparée  a S.  F,  on  a V = 

l/ d*1  ^ & en  differentiant  par  J' , fuivant  la 

v X 

méthode  de  l’Article  premier,  nous  aurons  S' V = 

•t  x y'  dx1  — (•  d yx  — H d s*  dx*dx 

7= 1 — - 

xxV  X l'x.y 
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dy  id  y 


H — 


d z*  dz 


525 
d’où  l'on 


^ x.  l/  dx 1 -4 -dy*  —ydzx  S x.lf  d x* -*■  d y* d zx 

tire,  en  fubflituant,  pour  abréger,  ds  a la  place  de 

*7i 


■d/. 


■dz1 


VT  » 


d x 

di/~i 


777t>  v~77Pt2  & r’  &c.=oy 


comme  on  voit  en  comparant  avec  la  formule  gene- 
rale (Art.  dxgviii.  ).  Cet  Exemple  renferme  plu- 
fieurs  cas  ; mais  nous  ne  ferons  que  les  indiquer,  par 
ce  qu’ils  appartiennent  a des  Problèmes  de  Mécanique, 
qui  n’entrent  point  dans  l’objet  de  cet  Ouvrage. 

1 ? Si  on  demande  de  trouver  en  general  entre 


toutes  les  courbes  poffibles  celle  de  la  plus  vite  defcen- 


te  , on  aura  dans  ce  cas  n — d p — o , — d P — 0 , 

— d-n—o , c’eft  a dire,  — - — -~r==  — d. — ^t=  = o, 

’ ’ ixSx  ds^x  * 

— d . — --y—  = 0 , — d. — —=.  = 0 . Or  puifque  ces 

ds^x  ’ d,/T  r ^ 


trois  équations  doivent  reprefenter  une  même  courbe , 
il  faut  quelles  fe  reduifent  a deux  feulement.  Multi- 
plions la  fécondé  par  2.  ^ , & l’ajoutant  a la  troi- 


fieme  multipliée  par  2. 


dz 

dsS  7 ’ 


on  aura 


= 0,  en  fubflituant  d s1  au  lieu  de  d x2 -+ d y2 d z* , 
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* dx 

8c  , en  différentiant , & divifanc  par  i/-=y  on  a la 


première  équation 


d s 


•d.- 


d x 


~o.  Il  ne 
dy 


ixsr  .,y; 

s’agit  donc  que  d’intégrer  les  deux  équations  d.  — » 

~oy  8c  d.~p=-~o . La  première  donne 
8c  la  fécondé  — dans  lefquelles  -p=  & •—=. 


font  des  quantités  confiantes,  d’où  l'on  tire 


dy ^T* 


y 


= , la- 


quelle équation  fait  connohre  que  la  courbe  efl  dans 
un  même  plan,  8c  par  confèquent  a fimple  courbure. 

Pour  déterminer  la  nature  de  cette  courbe,  nous 
la  rapporterons  a deux  coordonnées,  dont  l’une  foit  x, 
8c  l’autre  t.  on  aura  ^ y 1— H»*==r . Mais  4^—--^=?' 

7 d*  VI  > 

donc  en  intégrant  z=r-£-4=->  d’où  l’on  tire  z = -jŒ=. : 
° y b Sa-* -à 


en- 


y — sï7  : dy  — id^±.;  ds  — l^ 17^77 y & 

7 t/Z^Tb’  7 Sa-yb  1 

r dy  dt  ^ b I r 

fin  , ■-p=  = — ;■  — — ~T7=>  quon  re- 

as.l/x  l/a-+i bVx  y<ix'-+dt' 

duira  a dr  = "j=î  en  faifânt  c — --^  , qui  ne  dif- 
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fére  de  l’exemple  premier  que  par  les  dénominations  ; 
car  en  multipliant  le  numérateur,  8c  le  dénominateur 
par  *^x , on  aura  p^====s ~dty  la  môme  équation, 

que  dans  le  premier  exemple , qui  efl  l’equation  a un» 
cycloide  décrite  fur  une  bafe  horifontale  par  un  cercle, 
dont  le  diamètre  =r. 


2?  Si  on  vouloit  limiter  l’equation  de  telle  for- 
te, que  le  premier  & le  dernier  point  de  la  Bracbiflo- 
cbronc  fulfent  donnés , il  efl:  évident  que  les  coordonnées 
x,  a n’auroient  point  de  variations  par  rapport  a 
ces  points,  8c  que  S'xJ  <^7,  J'*,  dS'x,  dS'y,  8c  par 
confequent  aufli  tous  les  termes  de  l’equation  (C)  fe- 
roient  =0.  Il  s’agit  donc  de  déterminer  1»  confiante 
c , de  telle  maniéré  que  la  cycloide  pafle  par  les  deux 
points  donnés.  Si  le  premier  point  efl  donné  , & qu’un 
corps  partant  de  ce  point  doive  arriver  dans  le  moin- 
dre tems  a un  plan  horifontal  donné,  il  efl  clair  que 
Z fera  nul,  & que  l’equation  (C)  donnera  Z'=o, 


c efl  a dire , — *—  S'  x 
’ dt/ 7 


d s i/~x 


Z = 0 , 


équation  qui  n’aura  lieu  que  dans  le  point  où  la  Bra- 
chifloehrone  rencontre  le  plan . 

Or,  puifque  ce  plan  efl  fuppofé  donné  de  pofition, 
l’abfcifle  x qui  y répond  fera  donnée  ; ce  qui  rendra  fa 
variation  <Tx  = o,  mais  le  refte  de  l’equation  devra 
être  réel,  quelles  que  foyent  S y & «Tz,  on  aura  donc 
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dz  =o,  d’où  l’on  tire  a=: oo,  & 

dy  i 0 Jï 


* = ”’  a art  de  &^=^; 


& 


la  cycloide  fe  transformerait  alors  en  une  droite  ver- 
ticale . 


Mais  fi  le  plan  donné,  au  lieu  d’être  horifontal 
etoit  vertical,  & perpendiculaire  a l’axe  des/,  ou  des 
*,  on  aurait  alors,  par  le  même  principe.  Sy  — o,  ou 

S z—Oy  & par  confequent  — ° , J = o dans  le 

premier  cas,  & -d*—=zo,  ■'J*--z.  = o dans  le  fécond, 
r y jtSï  ’d/y x 9 

d’où  l’on  tire  j|=o,  Sc~  — oy  ce  qui  fait  voir  que  la 

tangente  de  la  courbe  en  ce  point  eft  parallèle  a l’axe 
des  abfcifies,  & par  confequent  perpendiculaire  au  plan 
donné.  Ainfi  la  cycloide  devrait  être  telle,  quelle  ren- 
contrât le  plan  donné  a angles  droits  . 

Si  au  lieu  d’un  plan  on  fuppofoit  que  la  Bracbijlo- 
cbrone  dût  être  terminée  par  une  furface  quelconque,  il 
eft  évident  que  les  variations  S x , S y , Sx  de  i’equa- 
tion  ( C)  dépendrait  de  la  nature  de  la  furface  courbe . 
Soit  l’equation  différentielle  de  la  furface  dz—Pdx-*- 
(gdy,  ou  S z— PS x-t-jÇJ/1/,  fubftituant  cette  valeur 

r j x 

de  Sx  dans  l’equatioa  (C)  , on  aura  \ ""** 
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^ / x — f-  ( — - - -4-  -^4=  ^ S'y—o , d’où  l’on  tire 
> \di^7  dst'x  J ' ’ 


* 


dx-+-Pdz—o,  8c  dy—t~^dz=zo,  ce  qui  donne  — 


p 

-g  • Lefquclles  équations  font  connoitre  que  la  Bracby- 
Jîocbrone  rencontre  encore  la  furface  donnée  a angles 


droits.  Si  la  courbe  devoit  être  terminée  par  deux  fur- 
faces  données  de  pofition , il  faudroit  alors  dans  l’equa- 
tion  (C)  faire  Z = o,  8c  Z'=o,  8c  en  opérant  com* 
me  cy-deffus,  on  trouveroit  pour  le  premier  8c  le  der- 
nier point  de  la  courbe  la  même  propriété , c’eft  a di- 
re, que  la  courbe  cherchée  fera  celle,  qui  entre  toutes 
les  cycloides  polTibles  rencontrera  les  furfaces  données  a 
angles  droits;  on  pourroit  démontrer  cette  condition 
generale  de  la  Bracbyjlocbrone  par  la  fimple  Géomé- 
trie , mais  ce  n’eft  pas  icy  le  lieu . 

3 ? Si  la  courbe  devoit  être  toute  couchée  fur  la 
furface  donnée , dont  l’equation  différentielle  foie  d z~ 
Pdx-+Qdy,  on  changera  la  caraéleriflique  d en  J' , 
pour  avoir  J'  z — P d'-  x — *-  QJ'y , équation  qui  donne 
en  general  le  rapport  entre  J'  z , J'x,  J'y  . Subftituant 
enfuite  cette  valeur  de  <f  z dans  l’equation  (B),  8c  fai- 


fant  les  deux  coefficients  de  J'x,  8c  de  é'/,  chacun 


— o,  on 


aura 


— P.d. 


X x x 
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— o;  — j9.d. — -T=- — d. — ~==.o.  Ces  équations 

* dsVx  dsVx  * 

reviennent  au  même,  étant  combinées  avec  l’equation 
a la  furface  dz.=.P  d x -¥  Qdy . Ce  dont  il  eft  aifé 

• j d X 

de  s’afsùrer  en  multipliant  la  première  par  , & 

2 <i  y 

la  fécondé  par  — t=t:  & les  ajoutant,  on  aura,  en 

1 ds  y x 


reduifant,  — d.  — — ~r=zo, 

' X jf4 

On  comparera  donc  une  de  ces  équations  a volon- 
té avec  l’equation  a la  furface,  pour  avoir  la  Bracby- 
jïocbrone  cherchée.  Si  le  premier,  & le  dernier  point 
de  la  courbe  etoient  donnés,  tous  les  termes  de  l’equa- 
tion  (C)  s’evanoiiiroient , comme  nous  avons  déjà  dé- 
montré. Mais  fi  l’un  de  ces  points  etoit  arbitraire,  il 
faudroit  fubftituer  au  lieu  de  £ z fa  valeur  P a x — \r 


> 


pour  avoir  les  équations 


P. 


dz 

ds 


d x 

Tvt 


= 0,  8c  Q.  Y— — 0 > ^u’on  traiterait 

1 ds  y x ds  y x 

comme  les  precedentes.  Enfin  fi  l’on  ajoutoit  cette 
condition , que  le  mobile  dût  arriver  dans  le  tems  le 
plus  court , a une  courbe  tracée  fur  la  furface , fuppo- 
fant  la  courbe  donnée  par  l’equation  dy~mdx , on 
aurait  — x ^ laquelle  valeur  de  à' y étant  fubfli- 

tuée  dans  l’equation  (C),  on  fera  P.-—^-^-~p= 
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“*■  (^777T  “*■  77^7)  M = °>  ou  bien  (J,-**4?w) </ a 

-*rd x->rmdy^=.‘ j,  équation  qui  renferme  les  condi- 
tions pour  que  la  Bracbyjlocbrone  rencontre  la  courbe 
donnée . 

DC. 

Remarque.  Les  exemples  precedents  font  con- 
noitre  l’utilité  de  la  méthode  des  variations,  dans  la 
folution  generale  du  fameux  problème  des  Ifoperimetres . 
Nous  avons  ômis  les  details  géométriques,  dont  ces 
exemples  font  fufceptibles,  8c  qui  n’entrent  point  dans 
le  plan  de  ce  Traité.  Il  ne  fera  pas  hors  de  propos  de 
faire  entrevoir  comme  de  loin  l’avantage  de  cette  mé- 
thode pour  refoudre  les  Problèmes  les  plus  difficiles. 

Il  eft  démontré  par  le  fçavant  M.r  Euler,  que 
dans  les  trajeéloires , décrites  par  un  nombre  de  corps 
quelconque,  l’intégrale  de  la  vîteffe  multipliée  parl’eie- 
ment  de  la  courbe  eft  toujours  un  Maximum , ou  un 
Minimum , c’eft  a dire,  foient  generalement  tant  de 
copps,  qu’on  voudra,  AT,  M‘y  M",  ÔV.,  qui  agi  fient 
les  uns  fur  les  autres  d'une  maniéré  quelconque , 8c  qui 
foient,  fi  l’on  veut,  animés  par  des  forces  centrales  en 
raifon  des  fondions  quelconques  des  dillances;  fis,/, 
j",  ÔV.  dénotent  les  efpaces  parcourus  par  ces  corps  dans 
le  tems  t , 8c  v , v , v",  (Je.  les  vîtefles  a la  fin  de 


5J2  Elf.mf.vs  du  Calcul  Ivte'gral 
ce  teins,  la  formule  MS.vd s~¥ M S.v  ds'— n M'S. vis” 
3‘c.  fera  tou  jours  un  maximum  ou  un  minimum . On 
voit  que  ce  Problème  eft  renfermé  generalement  dans 
ce  que  nous  avons  dit  (Art,  dxcvii.)  . Une  explication 
plus  ample  de  cette  belle  méthode  nous  meneroit  trop 
loin,  furtout , fi  nous  voulions  l’appliquer  a des  Pro- 
blèmes de  Mécanique,  qui  nous  eloigneroient  de  l’objet 
que  nous  nous  fommes  propofé , de  ne  traiter  que  du 
Calcul . 
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CHAPITRE  X. 


Contenant  les  principes  des  plus  nouvelles 
méthodes  du  Calcul  Intégral. 


DCI. 

On  fi;ait  que  le  Calcul  Intégral  fe  réduit  a la 
folution  de  ce  Problème  : une  fonftion , ou  une  équa- 
tion différentielle  quelconque  étant  propofée , trouver 
fi  elle  a les  conditions , qui  doivent  avoir  lieu , pour 
quelle  ait  une  intégrale , & , lorfqu’elle  a ces  condi- 
tions, trouver  fon  intégrale.  On  fçait  encore,  que,  fi 
on  pouvoit  intégrer  toutes  les  équations  différentielles 
on  pourroit  aufli  intégrer  toutes  les  fondions  différen- 
tielles , qui  ont  les  conditions  neceffaires  pour  être  in- 
tégrables. Car  on  peut  toujours  égaler  la  fonction  diffé- 
rentielle propose  a la  différence  du  même  ordre  d’une 
nouvelle  variable,  & réduire  par  l'a  cette  fonction  a 
une  équation  différentielle  du  même  ordre  , qui  fera  in- 
tégrable, lorfquc  la  fonction  pourra  être  intégrée.  Sup- 
pofé , par  exemple  , que  la  fonction  différentielle  Ad x 
-\-Bdy-+- ÔV.  foit  intégrable  , on  pourra  l’egaler  a la 
différence  du  même  ordre  du  d’une  nouvelle  variable 
w,  & faire  A dx-bBdy-+&c.=du  : équation,  qui 
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fera  intégrable,  lorfque  la  foaélion  Adx-*- B d y-*-&c. 
pourra  être  intégrée,  puifqu’on  aura  l’intégrale  S.(Adx 
—*-Bdj>—*-&c.)~u-+C  confiante;  par  confequent  l’in- 
tégrale u de  la  fonélion  propoféc  =.S.(Adx—\rBdy) 
C.  Lors  donc  qu’on  aura  trouvé  quelque  méthode 
generale,  pour  intégrer  toutes  les  équations  différentiel- 
les qui  ne  font  pas  abfurdes,  on  pourra  aufïï  intégrer 
par  la  même  méthode  toutes  les  fonélions  différentiel- 
les qui  feront  intégrables,  & le  Problème  general  du 
Calcul  Intégral  fera  refolu. 

DCII. 

Deux  fçavants  Auteurs  M.r  Fontaine,  & M.r  de 
Condorcet  ont  entrepris  de  refoudre  ce  Problème  dans 
toute  fon  etenduë.  Nous  ne  prétendons  point  expliquer 
icy  des  Ouvrages  auITi  fublimes  & auffi  difficiles , jufqu’a 
les  mettre  a la  portée  du  commun  des  Algebrifles . Nous 
nous  contenterons  de  développer  les  principes  fonda- 
mentaux , dont  fe  fervent  ces  grands  Calculateurs,  & 
de  préparer  nos  Leéleurs  a l’intelligence  des  méthodes 
generales  qu’ils  ont  données.  Nous  commencerons  par 
la  maniéré  de  différentier  les  fonélions  indéterminées  ; 
elle  eft  comme  la  clef  des  nouvelles  decouvertes,  fur- 
tout  dans  la  partie  du  calcul  intégral , qui  a pour  ob- 
jet les  équations  de  condition. 
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DCIII. 

Suppofons  que  V Toit  une  fonflion  de  plufieurs 
variables  x,  /,  *,  v , (7c. , & qu’on  prenne  la  diffé- 
rence de  cette  fon&ion,  en  ne  faifant  varier  que  x,  & 
qu’on  ait  dV—Mdx,  qu’on  prenne  la  différence  d V en 
ne  faifant  varier  que/,  & qu’on  ait  dV—Ndy,  qu’on 
prenne  d V en  ne  faifant  varier  que  z,  8c  qu’on  ait 
dV=Pdz , 8c  ainfi  de  fuite;  on  fçait  par  les  premiers 
principes  du  calcul  différentiel  que  la  différence  de  la 
fonflion  V , en  faifant  tout  varier,  fera  d P=.Md  x -+• 
Ndy-+Pdz-+Qdu-+<Ù?c. 

Or  fuivant  la  maniéré  de  M.r  Fontaine,  pour  defi- 
gner  le  coefficient  M de  dx  dans  la  différence  de  V 
prife  en  ne  faifant  varier  que  x,  ou  écrit  —■ , de  forte 
que  cette  expreffion  fignifie  la  différence  d V prife  en 
ne  faifant  varier  que  x,  8c  diviiee  par  </x,  8c  que 
^-yàx  fignifie  la  même  chofe  que  Mdx , c’eft  a dire, 
la  différence  même  de  la  fonftion  V prife  en  ne  faifant 
varier  que  x . Cette  expreffion  eft  donc  bien  diffé- 
rente de  celle-cy  d V . La  première  fignifie  la 
différence  d V prife  en  ne  faifant  varier  que  x , 8c 
divifée  par  dx  ; la  fécondé  fignifie  la  différence  dV 
prife  en  faifant  tout  varier,  & divifeé  par  dx.  De 
même  pour  defigner  le  coefficient  N de  dy  dans 
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la  différence  dF  prife  en  ne  faifant  varier  que  /,  on 

écrit  d-rj , de  forte  que  cette  expreffion  fignifie  la  diffé- 
rence d V prife  en  ne  faifant  varier  que  y,  8c  divifée 
par  d y , 8c  que  yÿ-dy—Ndy. 

Par  la  même  raifon  pour  defigner  le  coefficient  de 
dx  dans  la  différence  de  -jj-,  ou  dans  la  différence 
d M du  coefficient  M prife  en  ne  faifant  varier  que  x , 
on  écrit  -—~r~  > de  forte  que  cette  expreffion  fignifie  la 

différence  de  yry  prife  en  ne  faifant  varier  que  x , & 
divifée  par  dx,  8c  que  ■dd[  d x exprime  cette  différen- 
ce même.  Pour  defigner  la  différence  de  prife  en 

ne  faifant  varier  que  y,  & divifée  par  dy,  on  écrit 
"TTZJ  > & ’dxïy  ^ y exPr£me  cet£e  différence  même. 

Il  faut  remarquer  que  exprime  auffi  la  dif- 

férence de  prife  en  ne  faifant  varier  que  x,  & di- 
vifée par  dx,  de  forte  que  ces  deux  expreffions  , 

8c  ne  font  qu'une  même  chofe,  car  nous  avons 

demon- 
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démontré  ailleurs,  que  fi  dF=MJx-*-Ndy-+Pdz 

— f-ô’r. , V étant  toujours  une  fonction  de  x,  de  /,  de 

v„  d M d N C 

x,  CY. , on  aura  -5 — = 77  j cn  prenant  ces  expref- 
fions  a la  maniéré  de  M.r  Fontaine.  Or  fuivant  cet- 
te maniéré  IW  = 4—,  & N=  > & ta  différence 
dM  prife  en  ne  faifànt  varier  que  y , & divifée 
par  eft  & ta  différence  t/IV  prife  en 

ne  faifant  varier  que  x , & divifée  par  </x  eft 

, ddV  ddl'  — c 1 /T-  * d y 

-jjj—  donc  -~7J  — a y d x • Enhn  les  expreffions  , 

& lignifient  egalement  la  différence  de  , ou 

du  coefficient  AT,  prife  en  faifant  tout  varier . 

D C I V. 

On  comprend  donc  aifément  les  expreffions  fui- 
vantes , dans  lefquelles  on  fuppofe  que  V eft  une  fonr 
£tion  de  plufieurs  variables  #,/,  z , » > ÔY. 


X y y 
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à F— Md x —+•  N d y — +- P d z—h Qd u — *- <&c. 


dV=~dx- 

a x * 


d V 

jy 


, dr  j d"  , 

d y — k- a z — f-  — d u * 

7 a z a :t 


/m- 

• ^ c. 


J dr  ou  ddr j!c‘¥_Jx 

ax  ax  jxx 


, dr  ddr  dd  r , 

d.—w-.ilr——rd»-¥ 


ddr  , 
’dxdt  ‘ y 


dd 


‘b 


-dy-+ 


, dr  ddr 

d.—-: — ou  — — 

dz  a z 


ddr  , ddr  , 

d x — t-  — — T-—  d y • 


d zd  x 


, dr  ddr  ddr  , 

d . — r—  ou  = —t — r — d x 

au  du  d u a x 


d zd y 

ddr 

d u dy 


d y -4- 


ddr 

a xd  z 

ddt' 
d y d z 

ddr 

dz 1 

ddr 

dudz 


•dz—+ 
■d  z-+ 


ddr 


dydu 


■d  U- 


•d  z — i- 


ddr 


■d  z — +• 


dzd  u 

ddr 


du 1 


-du-dr&C. 

d « — f-  ÔV. 


ddr 

dddr 

dddr 

dx1 

1 

«4 

H 

""VJ 

3 

5 

d x* 

ddr 

dddr 

ou_ — 

dddr 

axa  y 

dxa  y 

d x1  dy 

&c.  &c. 


dddr 

dx'dy 

dddr 

4“ 

dxdyx 


d y — *• 


dddr 


d x1d  i 


dy 


dddr  , 

—«*■ 

dxdyaz 


dddr 

d x1  d u 

dddr 

dxdy  d u 


du—¥  (D“c. 
du-i-&c. 


D C V. 


La  première  méthode  de  M.r  Fontaine  eft  fondée 
fur  les  quatre  Theoremes  fuivants . 

Theoreme  I.  V étant  une  fonflion  homogène 
de  plufieurs  variables  *,  /,  a,  »,  &c.,  dont  la  dimen- 
fion  eft  e,  & la  différence  d V—Md x-*-N d y-r-P dz 
—+■  Qd  « -+- &c.  on  aura  c F=.  M x-+  Ny  Pz—¥ £)u 
-+&c. 
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Démonstration  . En  fuppofant  que  F & V font 
deux  fondions  pareilles  , la  première  des  quantités 
x,  /,  z,  x,  ÔV.;  la  fécondé  des  quantités  infiniment 
peu,  plus  ou  moins  grandes  x',  y\  z',  »,  <2V.,  ou 
x — 4-  / x,  y— ¥?y,  z-h-^z,  u-^-fu,  ÔY.,  on  aura  par 
la  méthode  des  variations  F' — F , ou  J'F=M^x-+ 
JV j — t-  P j z u — t-  ÔY.  Or  puifque  les  variations 
/x,  J'z,  ÔY.  font  arbitraires,  on  peut  fuppofer 
qu’elles  font  égalés , chacune  refpedivement  aux  diffé- 
rences dx,  dy,  dz , du , ÔY.  prifes  proportionelles  a 
leurs  intégrales  x,  /,  z,  «,  ÔY.  Dans  cette  fuppofition 
on  aura  F — F=f  F=Mdx-*-Ndy-+Pdz-+6)_du 
— y&c. , & les  deux  fondions  F 8c.  V feront  fembla- 
bles.  Donc,  puifque  la  dimenfion  de  F eft  r,  on  aura 
par  la  propriété  des  fondions  femblables  F':  F—x*:x* 
=S*:/=:z*:z'=zu*:h*;  d’où  l’on  tire  F'—F:F= 

xe  xe  = y‘e — / :/  = **  — ze : ze =&c. , ou  d F:  F 

= d.  xf  : x' = d./:  y = d.  z : z‘ = ÔY. , ou  d F : F=e  d x : 
x^zedy  : yz=c  dz:z  — &c,  ; par  confequent  dFzzz 
e F - ; dx:  x—  d y : y—dz:  z = &c. , & dy=zydLl  j 
dz~z^-;  du  = u~;&c.  Donc  en  fubftituant  pour 
<///,  d/,  </z,  <fx,  OY.  ces  valeurs  dans  i’equation  d F 

dx 

z=Mdx-yNdy  — \-P  dz-i-Qd  u-t-tFc. , on  aura  eF— 
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= Mdx-+Ny^  -+Pï  ~-+  ~¥&c. , & eV 

— M x — +-  Ny  — +■  P z — h j Qji  —h  ô’f,  C.  f.  D. 

DCVI. 

Sole,  par  exemple,  V~axx-¥byz  , fonction 
homogène  de  deux  dimcnfions  par  rapport  aux  varia- 
bles x,  y ■,  & z;  on  aura  d V=.  z axdx— \rbzdy-y- 
bydz , &,  par  le  Theoreme,  eV=.zV=zzaxx—\- 
b zy— \-by  z = 2 axx— hz  by  z ; V=.axx-*rby  z , com- 
me il  convient.  Mais  fi  la  fonffion  V n’elt  point  ho- 
v mogene  par  rapport  aux  variables  quelle  contient , par 
exemple,  fi  V—cx-\-bzy,  le  Theoreme  premier 
n’aura  point  lieu.  Car  en  différenciant  on  aura  dP=z 
cdx-^rbzdy  -\-bydz;  mais  on  n’aura  pas  2 V=zc* 
-+bzy-+byz}  puifquc  2 V=.z  rx-t-  2 byz  par  la  fup- 
pofition . La  raifon  en  eff,  qu’on  a fuppofé  dans  la 
demonftration  du  Theoreme  que  V & V etoient  des 
fondions  femblables,  & qu'on  peut  faire  cette  fuppo- 
fition  , lorfque  V eff  une  fonélion  homogène  par  rap- 
port a fes  variables.  Car  en  prenant  x —x-+d *,/:= 
y-ï-dy,  z~z  — bd  z,  &c.,  & faifant  de  plus  x:dx  — 
y :dy^=z:dz~(D‘c.  , les  deux  fondions  axx—+byz, 
& axx— *- byz  font  femblables,  & la  première  eff  a 
la  fécondé,  comme  xx  eft  a *V , & comme  //  cft 
a y y' y ÔV.  Mais  fi  la  fon£licn  V n'eft  point  homogène 


/ 

I 
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par  rapport  a fes  variables,  par  exemple,  fi  V—ck-+ 
byz,  les  deux  fondions  cx-+byz , 8c  cx—*-byz\ 
même  en  fuppofant  les  proportions  x:dx—y:dy=z 
z:dz,  ne  feront  point  femblables,  8c  la  première  fon- 
flion  ne  fera  pas  a la  fécondé,  comme  xx  cfl  a x x • 
puifaue  byz  étant  a byz , comme  y y cft  a y'y\  ou 
comme  xx  efl  a x x , ex  n’efl  pas  a ex',  comme  xx 
cfl  a x'x',  mais  comme  * cft  a x. 

DCVII. 

On  peut  neantmoins  rendre  le  Theoreme  premier 
abfolument  general  au  moyen  d’un  paramètre  p qu’on 
peut  traiter  comme  variable,  ou  comme  confiant  fui- 
vant  le  befoin , 8c  qui  étant  regardé  comme  l’unité , 
pour  laquelle  on  peut  prendre  telle  quantité , qu’on 
veut,  fervira  a rendre  la  fonélion  V homogène  par  rap- 
port aux  variables  x,  y,  z,  «,  £?c.  8c  p . Par  exem- 
ple, fi  on  a V=.c  x-+byz , on  fera  Vz=zcp  x-\- bÿz , 
fonflion  homogène  de  deux  dimenfions,  qui  fera  de 
meme  valeur  que  la  propofée  ex— byz,  par  ce  que 
p reprefentc  l’unité.  On  aura  donc,  en  faifant  tout  va- 
rier, ci  y=zcxd  p—bc  p d x -+•  b zd  y — *■  by  d z;  8c,  parle 
Theoreme  premier,  eV=  2 V—  exp— \-cpx  — \-bzy— t- 
byz  — zepx—^zbyz,  8c  divifant  par  2,  cpx 
— \rb y zc=.c x-\-b y z,  en  mettant  l’unité  au  lieu  du 
paramétré  p . 
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DCVIII. 

En  general  fuppofant  que  V foit  une  fonêlion 
quelconque  de  dimenfion  e par  rapport  aux  variables 
*,  /,  z,  »,  ÔY.,  qu’elle  contient,  & que  dans  le  cas 
où  cette  fotiêlion  n’efl  point  homogène  par  rapport  a 
ces  variables,  on  introduira  le  paramétré  p dans  tous 
fes  termes,  qui  n’ont  point  la  dimenfion  e par  rapport 
aux  variables  x,  /,  z,  »,  tec. , & qu’on  les  rende 
tous  de  cette  même  dimenfion  e par  rapport  aux  varia- 
bles x,  /,  z , »,  ÔY.  & p y & on  aura  par  le  Theo- 
reme  premier  e F =.Mx  -+-  N y .P  z — *■  (D'c.  — 

Kp. 

Donc,  fi  on  fait  dF—o , on  aura  Mdx-^Ndy 
—*■  P d z-*~  Qd  u-+(D'c.-+  K dp  = o , 8c  en  divifànt  par 

JW,  coefficient  de  dx , oh  aura  d x — ♦-  ~ dy  d z -t- 
&du-+(?c.-+£dp^o,  ou,  en  fuppofant  ~ = 

= = — = tt,  on  aura  dx-*-udy-+ddz-+ 

’ydu-*-(3‘c.-+Trdp—0)  les  coefficients  a,  /?,  y,  ÔY., 
tt  étant  tous  de  dimenfion  nulle  par  rapport  aux  va- 
riables x,/,  z,  »,ÔY. , p . Si  dans  cette  derniere 
équation  on  fait  p confiant,  ou  dpz=zo , elle  deviendra 
d x — t-  a dy  — ♦-£  <^z— *-y  </»  — t-ÔY.  =:o  , les  coefficients 
«,  /3 , y,  (D’c.  demeurant  les  mêmes. 
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DCI  X. 

Soit  maintenant  d x-4- A d y -+B  d z-+-C</w—t- 
t!?r.  = 0 une  équation,  qu’on  propofe  d’intégrer  : les 
coefficients  A , B,  C,  &c.  étant  des  fondions  quelcon- 
ques des  variables  x , / , z , « , ÔY.  Il  faut  diftinguer 
deux  cas  dans  cette  équation  : dans  le  premier  cas  on 
fuppofe  que  les  coefficient  A , B,  C,  ÔY.  font  des 
fondions  homogènes  de  dirnenfion  nulle  des  variables 
x , y , z , u , ÔY, , 8c  dans  ce  cas  la  queflion  fe  réduit 
a trouver  une  fonélion  V de  ces  mêmes  variables, 
dont  la  différence  M ci  x -*•  Ndy  — »-P  d z—t-  Qd  u~+ 

ÛY.  divifée  par  le  coefficient  M de  dx , o\idx-+ 

» foit  — àx-¥  Ady-+ 

N p 

B dx  — t-  C d u -4-  ÔY.  : on  aura  donc  — , B—  — . 
C— , ÔY. , & la  différence  Mdx-¥Ndy-*rPdx 
— » — 4-  ÔY.  = M d x -4-  M Ad  y — t-  M B d z — t*  MC  du 
—*-&c.  = dV.  M eft  une  fonction  homogcne  des  va- 
riables x,  /,  z,  «,  &Y. , qui  eft  inconnue.  Suppo- 
fant  que  la  dirnenfion  inconnue  de  la  fonélion  V foit 
e,  on  aura  par  le  Theoreme  premier  cV—Mx-* 

M Ay  -¥MBx—>rMC  u—¥  &c.  ; doue 

y J C r C V 
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x-+ A y -i- B z-+Cu-i-  Crc. 
B 


-+■ 


x-t-Ay-+Bz-+Cu-+  <src. 


dz-+ 


<yc, 

C 

x — h A y -1-  B z -t-C  « — f-  Çÿ-c. 


d u 


&,  en  intégrant  de  part  & d’autre  par  les  mé- 
thodes données  précédemment  , on  aura  — L.  V— 

S'  d y -+  J’C.')  . 

Lorfqu’on  aura  trouvé  par  cette  intégration  la  valeur 
de  V , on  la  fera  =c  tondante  arbitraire,  & le  Pro- 
blème fera  refolu.  Car  fi  on  fait  F=zcy  on  aura  d V 
= o — Mdx-+M Ady-*-MBdz-¥MCdu-+  &c. , & 
en  divifànt  par  M,  on  retrouvera  l’equation  propofée 
dx-+Ady—*-Bdz-+Cdu-+(Dc.'=.o.  Si  la  dimen- 
fion  e etoit  nulle,  on  auroit  x-\-Ay-\ ■ B z-+C u —b 
Û“c.—o?  par  l’equation  e F~Mx—bMAy  —b  MBz-b 
MCu—b(D'c. 

Dans  le  fécond  cas  on  fuppofe  que  le;  coefficients 
A,  B,  C,  &c.  dans  l’equation  propofée  dx-bAdy 
— +•  B d z — +•  C d u — h &c.  ne  font  point  des  fondions  ho- 
mogènes de  dimenfion  nulle  des  variables  »,  y , z , », 

CTc.  Mais  en  introduifant  le  paramétré  p dans  ces 
fondions,  on  pourra  toujours  les  rendre  homogènes,  & 
de  dimenfion  nulle  par  rapport  aux  variables  *, /,  z, 
u , &c. , & au  paramétré  p . Alors  l’equation  propofée 
fera  transformée  en  une  autre  de  la  forme  dx-bxdy 

-bPdx 
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—*-!?  dz-*-y  d u-*r&c.~o  , dans  laquelle  les  coeffi* 
cients  a , ^ , y , &c.  font  des  fondions  homogènes  de 
dimenfion  nulle  des  variables  x,/,  a,  h,  ÔV.,  8c  de 
p , & la  qucftion  fe  réduira  a trouver  une  fonction  F 
des  mêmes  variables,  dont  la  différence  Mdx—bNdy 
^Pdz-*£)du-+&r.-+Kdp,  divifée  par  M coeffi- 
cient de  d x , ou  d x —*■  d y — \r  — dz—y  ~ d u -+■  &c. 

’ M y M M 

K 

foît  = d x -4-  a dy  -+-  ,2  d z -+•  y d u —y  &c . — H 
K 

vdp,  en  fuppofant  tt  = — ■ 8c  en  faifant  p confiante, 
ou  dp  — a , cette  quantité  dx-y^djr-y^dz—y 

— du—y&c,  foit  ~dx— y a df-+@dz— +•  y du— y&c. , 
on  aura  donc  « = £,  /?  = £,  7 = §,  ÔV.,  & ^ = 

— ; & la  différence  Mdx—yNdy—yPdz—y Qd u —y 
(jc.—yKdp  fera  Md  x-yM*dy-yM  dz—yM/du 
— +•  ^c. —yM~dp  = dF.  M efl  une  fonflion  homo- 
gène des  variables  #,  y,  «,  h,  ÔV.,  & de  p,  qui  efl 
inconniie,  8c  ■*  efl  auffi  une  fonflion  inconnue  de  di- 
menfion  nulle  des  mêmes  quantirés. 

En  fuppofant  que  la  dimenfion  de  la  fonflion  F 
foit  =e,  on  aura  par  le  Theoreme  premier  eF  = 

Z z z 
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Mx-F-May  -+■  M p z — +■  M y u — +•  &c.  — +- Mu  p ; donc 

d F ±.±£_ 

e F e F ' 


i 

*-4 


d x —+■ 


- J y . 

d z ■ 


x-+*jr-4-dz—h}u—t-  Orc.  -+x  p 


x — t-  -t-  $ z -+■>  *-+  &e.  -4-  x p 


d u — H &c.  — t* 


•K 

X— -f-  ? « — t-  o-f.  -4-  » /> 


OU 


en  faifant  x -k-sy-F-fi  z -+■  y « -+ÔV.  -F--rrp  — S , 
^-—-jdx-F-jdy-F-jdz-F‘jdu-F-&C.-F-jdpi 


8c  , en  intégrant  de  côté , & d’autre  , • L.  F = 

S-.  <//>). 


Lorfqu’on  aura  trouvé  par  cette  intégration  la  valeur 
de  la  fonélion  F , on  la  fera  =c  confiante  arbitraire, 
8c  le  Problème  fera  refolu. 


Mais  tt  étant;  une  fonction  inconnue  des  variables 
x,  /,  z , »,  (ÿr. , ^>,  on  ne  peut  trouver  l’intégrale 
precedente,  H l’on  n’a  auparavant  la  valeur  de  cette 
fonflion  -n . Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver 
cette  valeur  de  -n , 
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Si  on  fuppofoit  que  la  di  mention  ; de  F fut 

. X «» $Z 7 U <3 7c.  . j 

= 0 , on  auroit  ■*  = , par  1 e- 

quation  e F — Mx— 1-  May  -4-  z — t-  M y u ~+(7c.  -+■ 
M - p , mais  cette  valeur  de  -n  , rendant  S , ou 
* H-  y -+  fi  z -4-  7 » — t-  (7c . — f-  p — 0 , ne  peut  nous 
fervir , & il  faut  necefl'airement  en  trouver  quelqu’- 
autre . 

DCX. 

On  la  trouvera  par  le  quatrième  des  Theoremes, 
que  nous  allons  démontrer. 

Theoreme  IL  Suppofé  que  V foit  une  fonélion 

des  variables  x , y , z , »,  (7c. , on  aura  - ' S'ii>ydx  =s 

S.  —■  d x , c’eft  a dire , que  la  différence  de  S.  Vd  x 

prife  en  ne  faifant  varier  que  / , & divifée  par  dy , 
eft  égalé  a l’intégrale  du  produit  de  la  différence  dx 
multipliée  par  la  différence  dV  prife  en  ne  faifant  va- 
rier que  / , & divifée  par  dy.  Nous  avons  démontré 
cy-deffus  ce  Theoreme . 

DCXI. 

Theoreme  III.  V étant  toujours  une  fonélion 
des  variables  x,  / , z,  »,  (7c. , & fà  différence  dV  = 
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Md x -bNd/  -H-  P dz-4- Qd «— t-ÔV. , ou  aura  les  e- 


quations  de  condition 


d M 
d/ 


jni  dP  dM 

d x > d z a * ’ du 


dp  <JJV d_P__  «_.V  dp^  £P_ dQy^ 

dx  * dz  dy  * du  ' a y * du  dz 


Nous 


avons  aufli  démontré  ce  Theoreine. 


DCXII. 


Theoreme  IV.  Dans  la  même  fuppofition,  en 
faifant  N~  AM , P = B M , j ^=CM,  &c . , & par 
confequent  P—  Mdx~\-AMdv-A-BMdz~\-CMdu 
-+&c.,  on  aura  les  équations  de  condition  fuivantes . 

i?  Pour  trois  termes  Mdx-i-AMdy-±BMdz 
on  aura  l’equation 

^ d b ^ dA  , d * i*  o 

d X dx  dz  dy  * 


2?  Donc  pour  quatre  termes  Md  x -t-  AMdy  — f- 
B Mdz~hC  Mdu,  on  aura  ces  trois  équations 


d B 

dB 

a x 

dx  dz 

dy 

de 

^ dA  . dA 

dC 

dx 

U dx  1 du 

dy 

de 

^ dB  . dB 

dC 

dx 

dx  du 

d z 

3 ? On  trouvera  de  même  les  conditions  pour 
cinq  termes  de  la  différence  de  V , pour  fix,  &c.  Nous 
avons  démontré  cy-deffus  ce  Theoreme.  On  va  voir 
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dans  le  Problème  fuivant  la  maniéré  de  trouver  la 
fonflion  -n  par  le  Theoreme  precedent. 

DCXIII. 

Problème.  Intégrer  l’equation  d x -+a d y — o , 
dans  laquelle  a eft  une  fonélion  homogène  de  dimen- 
fion  nulle  de  x,  de  /,  8c  de  p,  ou  une  fraélion  don- 
née, dont  le  numérateur,  8c  le  dénominateur  font  des 
fondions  homogènes  8c  de  même  dimenfion  de  * , de 
/ , 8c  de  p. 

Solution.  La  queftion  fe  réduit  a trouver  une 
fonélion  9 de  x,  de/,  8c  de  />,  dont  la  différence, 
en  faifant  p confiant,  divifée  par  le  coefficient  de  </x, 
foit  d x— dy  — o (Arr.  Devin.).  Si  l’on  n’eùt  pas 
fait  dp  — 0 y on  auroit  eù  dx—*-ctdy—\--rrdp  = o,  ■* 
étant  une  fonélion  homogène  de  dimenfion  nulle  de  x, 
de  y , 8c  de  />,  qui  eft  inconnüe;  8c  fi  l’on  n’eùt  pas 
divifé  par  la  fonélion  qui  multiplioit  dx,  on  auroit 
eù  fj.dx-4ruxdy—*-fJLTrdp  — df  (Art.  DCVIII.  ),  /u. 
étant  une  fonélion  homogène  de  x,  de/,  8c  de  p , 
qui  eft  auffi  inconnüe. 

En  fuppofant  que  la  dimenfion  de  9 etoit  = e , 
nous  aurons  e<p  = y.x-h/JLay—^iJL-npp  donc  — — 

1 t 9 

x-i-aji  +*p  ^ x-f “Ji-i-tip  ^ y *”  x-\-aj/-+x  p ^ P > ^ J 


Digitized  by  Google 


55°  Elemens  do  Calcul  Ivte'gral 
en  intégrant,  — .L.p=S.(  — - — dx- * - ci  y 

— I*  x_^aJ_hwp  H ne  s’agit  donc  plus  que  d’avoir 

la  fondion  -rr , 8c  nous  lavons , par  le  Theoreme  IV. , 
qu’a  caufe  de  l’equation  fj.dx-4-uady—*-uadp=zd<py 
cette  fondion  doit  être  telle  , que  a ™ — -n  — -4- 

d -r  

Pour  trouver  la  valeur  de  -n  par  cette  équation , 
confierons  plus  particulièrement  que  nous  n’avons  en- 
core fait,  de  quelle  maniéré  on  peut  concevoir  qu’on 
eft  arrivé  de  la  fonction  ç a l’equation  dx-¥-ady=zo. 
On  a différentié  en  faifant  tout  varier,  & on  a eû 
Ad  x— 4-  B d y -+-C  d p — d ; on  a réduit  les  trois  fon- 
dions A,  B,  C au  même  dénominateur  Z),  & on  a 

eû  -^(Edx-+Fd/-4-Gdp)  = d<p.  On  a divifé  les 

fondions  £,  F,  G par  leur  plus  grand  fadeur  corn- 

mun  H,  & on  a eû  — (7  d #— 4-  K dy  -4-  Ld  p)  — d q> . 

On  a encore  divifé  les  fondions  I 8c  K par  leur  plus 

grand  fadeur  commun  & on  a eû  — (MQdx  — *• 

N Qdy -4- Ld p~)  = d <p  ; on  a fait  dp=zo,  & on  a 

eû  d x-+jj  d/=zo.  Donc,  puifque  ces  deux  dernie- 
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res  équations  doivent  être  les  mêmes  que  les  deux 
dx-*-d/—^r^dp~Oy  8c  d *-+«  dy  —0  , on  aura 

«=  — , 8c  TT  — ^ , N 8c  M étant  des  fonflions  ho- 

mogènes de  même  dimenfion  de  x , de  / , & de  p ; 
L & étant  aufli  des  fonRions  homogènes  & de 

même  dimenfion  des  mêmes  quantités. 

En  fubllituant  ces  valeurs  de  a , & de  v dans 

1»  • 1 d * d * d a d ▼ 

équation  de  condition  ff-jj  — tt  77 — ~7J  = 0 j 
nous  aurons  N Q — NL  -4-  X 

f Tl*  d N -rdM\  r i\/r  d Q T d M 

La  fonRion  * étant  donnée,  on  aura  les  fondions 
N 8c  M,  en  faifant  N égal  au  numérateur,  8c  M égal 
au  dénominateur  de  la  fraRion  a . Si  de  plus  la  fon- 
Rion ^ etoit  donnée , on  auroit  très— aifement  la  fon- 
Rion  L par  la  méthode  des  indéterminées.  L’on  pren- 
droit  pour  L une  fonRion  homogène  de  x,  de  /,  & 
de  p y de  même  dimenfion  que  j la  plus  generale 
qu’il  feroit  poflible , 8c  avec  des  coefficients  indétermi- 
nés ; on  fubllitueroit  cette  valeur  de  L dans  l’equation 
de  condition,  qu’on  vient  de  trouver  entre  M,  Ny  L, 
Qy  8c  l’on  déterminerait  les  coefficients  de  L par  des 
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équations  du  premier  degré , en  fatisfaifant  a cette 
équation  de  condition  fuppofée  identique,  comme  on  le 
verra  dans  l’exemple  que  nous  rapporterons  plus  bas. 
Mais  comme  la  fonflion  eft  inconnue  de  même 
que  L , l’on  fera  i P 4>_=  1 , on  aura  l’equation  de 

j»  • x r d L T d N K-  ti  N »r  n r d L 

condition  N- L— h M— N-? M— 

dx  dx  dp  dp  dy 


— 2?  Q—p,  on  aura  en  faifant  d Jg|_ 
■=dp~o  dans  l’equation  generale  de  condition,  & 
divifant  par  />,  N^L-L^-i-p^M^  — N^) 

— -+■  L-~  —x).  i?  S'il  n’entre  aucun  radical 

dy  dy  •> 

dans  N,  ny  dans  M,  l’on  fera  £)j=ap—t-/’x-+cy. 
4?  Q—a p2  —¥■  b p x -+-r p y — +•  d x1  -4-  e x y -+■/ y* . 5? 
Q—ap*—*-bp*x-+&c.,  8c  l’on  déterminera  les  coef- 
ficients de  L,  comme  fi  ceux  de  etoient  donnés; 
enfuite  l’on  verra  quels  doivent  être  les  coefficients  de 
4^,  pour  qu’il  n’y  ait  pas  de  contradiélion  dans  ceux 
de  L » 

S’il  entre  des  radicaux  dans  les  fondions  AT,  JW, 
après  avoir  eflayé  les  hypothefes  de  1 , & de 

, qui  font  très-generales,  l’on  fera  entrer  ces 
mêmes  radicaux  dans  les  valeurs  fucceffives  de  4^,  & 
de  L,  comme  autant  de  nouvelles  variables,  & de  la 
maniéré  la  plus  generale  qu’il  fera  poffible,  fur  quoi 
on  peut  voix  les  Mémoires  de  M.r  Fontaine  page  35. 

DCXIV. 
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D C X I V. 


„ „ • , ap—bhx  -H-  c y 

Exemple.  Soit,  par  exemple, 

„ 11  • r/  1 ap-bbx-t-CY  t 

& 1 équation  propolee  dx-y-  ar  "/  — 0 ea 

fuppofant  1 , on  aura  AT—  ap-y-bx—y-cy^  M— 

dp-y-fe'x-y-  //,  L = Ap-y-  Bx-y-C  y , les  coefficients 

A , B , C étant  indéterminés,  = 


-&=*, 


■=C. 


ftituant  dans  l’equation  de  condition  N-jj- 


,.<fN  »/»^L  r d M 

M— N—, M— y-L— ; — — 0 , nous  aurons 

<*/>  <*/>  4^  rfj'  7 

(«5  — *C  — b A -+■  i A)  p-+(  — bu—(ÏC-+yB-+ 
a £')#— »-(f(3  — ca'-y-a/ — bC)y  = o;  équation  qui 
doit  être  identique:  donc  a B — a'C — b A-¥  / A=-o  - 
—b  ■>  — +*,3  ci  — 1 C — H | B — 0 ‘C  B —co  —\rtt  / — b C — : oy 

. - — j ( b * — a lü‘  ) 

en  comparant  ces  équations,  on  trouve  — î 


donc  en  fubftituant  ces  valeurs  daus  A p-y- B x-y-Cy 
= L , & enfuite  les  valeurs  de  i,  & de  M dans 

A a a a 
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i L 

H ÂT  — m = t»  on  aura  7r  = 

— a(  h a'  — <./?•■)  y. -+ r g- (g.'.— a >)  — /,(  b*—a  Q]  x -*-[y' { c * — a V)  — c {b  — a $')], 

(*#3 — by 


Si  l’equation  propofée  etoit  d x -+ 

”T^Z7-/-^=°>en  fuPPofant 


aP  px- 

on  auroit  - — // p — +•  b p x — f-  c — +•  xz  — •+•  r • l^T— 

; L — si  p'  -+■  B pz  x 
C p~  y -+  D p xz  -+  E p xy  —*■  F p y1  —*■  G x’  Hx*y  — +- 


1*,'-+K/;  4 ^bp-^zd'x^ey;  ^zap 


dN 


dp 


dM 


a ivi  / ..  ri  Af 

-*c/>  — = 'i  p — d x—zey;  ~-~Z  «/>-*£ 


>//  -/  — Bp2-bzDpx-+Epy-¥-^Gxz~inHxy 


iyX;  7 J-  — C p1-*-  Epx-+  1 Fpy-+  Hxz-*-2  I xy 


-+3^/;  & en  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equa- 
tion  de  condition  AT4-- L — — pN^^- 

d X dx  r dpi  dp 

— ^T7 — — l'on  aura  une  équation,  qu’on 
regardera  comme  identique,  & par  laquelle  on  déter- 
minera les  coefficients  J3 , C,  D,  £ , ÔV.  de  L, 
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ou  aura  donc  les  valeurs  de  , de  M,  & de  L , 8c 

par  confequent  celle  de  . 


Ce  que  nous  avons  die  jufqu’a  prefent  dans  ce 
Chapitre,  appartient  a la  première  méthode  de  M.r 
Fontaine , fur  laquelle  nous  ne  nous  étendrons  pas 
davantage  : ce  que  nous  venons  de  dire  étant  fuffifant 
pour  comprendre  dans  l’Auteur  même  ce  qui  regarde 
cette  première  méthode. 


DCX  V. 


Il  faut  voir  dans  l’Ouvrage  même  de  M.r  Fon- 
taine l’application  ingénieufe  que  ce  fçavant  Auteur 
fait  de  cette  première  méthode  aux  équations  différen- 
tielles des  ordres  fupérieurs . Quant  a la  fécondé  mé- 
thode, il  a donné  lui  même  une  introduélion.  On  ne 
peut  rien  faire  de  mieux  que  de  la  lire  avec  beaucoup 
d’attention,  & la  plume  a la  main.  Elle  contient  des 
vérités  fondamentales,  &.  élémentaires  fur  les  rapports 
generaux  des  équations  intégrales  a leurs  différentielles . 
Nous  en  parlerons  après  avoir  établi  les  propofitions 
fuivantes , qui  pourront  répandre  quelque  lumière  fur 
toute  cette  matière. 

1 ? Lorfqu’on  parle  d’équations,  de  fondions,  de 
radicaux,  de  dénominateurs,  de  puilfances,  &c. , on 
entend  toujours  des  quantités  qui  contiennent  une,  ou 
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plufieurs  variables,  a moins  qu’on  n’averti  (Te  du  con- 
traire. 

2 ? Les  expreflions  Ai  , Ai , A 3 , ÔY.  a 1 , «2, 
3 , ÔY. , b 1 , b 2 , b 3 , ÔY.  ont  la  même  fignification 

que  celles-cy,  qui  font  moins  commodes  A" , A" 

(D'c,  , a\  a y a‘  &c. . 

3 ? On  prend  ordinairement  la  lettre  p pour  de- 
figner  l’unité  indéterminée  ; & par  ce  qu’on  ne  change 
point  la  valeur  d’une  quantité  en  la  multipliant,  ou 
en  la  divifant  par  l’unité,  on  fe  fert  de  p,  & de  fes 
puiffances  pour  conferver  l’homogeneité  partout  où  l’on 
en  a befoin. 

4?  On  appelle  équation  algébrique,  rationelle , 
& entière  toute  équation  différentielle,  ou  intégrale, 
qui  ne  contient  ny  fon&icns  tranfcendantes , ny  radi- 
caux , ny  dénominateurs . 

5?  Une  équation  quelconque  étant  propofée,  on 
peut  toujours  la  délivrer  de  dénominateurs . On  n’a 
pour  cela  qu’a  réduire  toutes  fes  parties  en  fra£tions 
de  même  dénomination , 8c  effacer  eufuite  le  dénomi- 
nateur commun  a toute  l’equation . Par  exemple  , fi 


l’equation  propofée  etoit 


ad  x — 4- 


x d y1 

Pa* 


cydx' 

fdy 


on  la  reduiroit  a cclle-cy 


apd  x*:i  y H-  b x a y* — c y H x* 

paxti  y 1 


8c  on  auroit  apdx*dy—>rbxdy‘ — c y d xJ  = 0 , 
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6?  Si  l'equation  propofée  renferme  des  puiffances 
négatives,  c’eft  a dire  des  puiffances,  dont  les  expo- 
fans  font  négatifs,  on  pourra  l’en  délivrer.  Car  en 
faifant  paffer  ces  puiffances  négatives  dans  les  dénomi- 
nateurs, on  les  rendra  pofitives , & enfuite  on  pourra 
debaraffer  l'equation  de  dénominateurs. 

7?  Si  une  équation  contient  des  radicaux,  on 
pourra  l’en  délivrer  dans  quelques  Cas,  fans  augmenter 
le  nombre  des  variables , 8c  toujours , en  égalant  cha- 
que radical  a une  nouvelle  variable. 

8?  Si  elle  contient  des  fondions  tranfcendantes, 
ou  des  intégrales  fous  le  figne  d’intégration,  on  pourra 
toujours  l’en  debaralfer  en  égalant  fes  fondions  où  ces 
intégrales  a de  nouvelles  variables , & quelquefois , 
fans  introduire  de  nouvelles  variables,  en  différentiant 
toute  l’equation.  Par  exemple,  fi  l’equation  propofée 
etoit  adxS.ydx — b x x d yzzzo  , on  auroit  S.ydx=z 

& différentiant,  en  faifant  dx  confiante,  on 

adx  ’ ’ ’ 

• 1 xhxdxdy-ïbxxddi  0 j 1 l j j 

auroit  ydx=z — , & (T/ûk  — zbxdxdy 

— b x x d d y = o . 

9 ? Il  n’y  a point  d’équations  finies,  algébriques, 
rationclles,  entières,  8c  homogènes,  qui  ne  foient  con- 
tenues dans  ces  fuites  prolongées  a l’infini. 
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Première  Suite. 

dp-+  Bx  = o. 

■dp2  -4-  B p x — H Cx2  = o, 

-dp'  -4-  Bp1  x—hC  p x x—\-D  p x*  = 0 . 

■d p*  — +-  Bp*  x —4 -C p * x1— ¥•  D p x * — +•  E x4  — o . 

(D“c.  a l’infini. 

Seconde  Suite. 

dp  -4-  B x —4-  C y — o , 

d p2  -4-  Bp  x -4-  C p y -4-  D x2  -4-  E xy  — h ¥ y1  ~ o . 

dp  — H B p x — 4-  C p2  y -4-  D p x2 — 4 -Epxy — t-Fpy1  -+G  x* 

-JrHx2y—\-lxy2—¥Ky'  —o. 

d p “4"  Bp  X —4“  'ü1 C. 0 . 

(7c,  a l’infini. 

Troisième  Suite. 
jî  p — t-  B x C y —4“  D % - — . o . 

dp2  -4-  B px-+C  py—*rD  p z — 4-  E x2  -4-  F xy  —h  Gy 2 — 4- 

Hxz-¥lyz—*-K  z2 ~o. 

d p*  — 4*  Bp  x — 4-  (D’c.  — 0 . 

(. ’7c . a l’infini. 

Q_u  atrieme  Suite  8c  c. 

ÛV.  ÔT.  ÔY.  a l’infini. 

Les  coefficients  d.  B,  C,  D,  £,  F,  ÔY.  defigncnt 
des  confiantes  indéterminées,  ou  zéro. 
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10?  Si  on  prend  fuccefiivement  toutes  les  diffé- 
rences premières,  fécondés,  troifiemes,  8cc.  de  toutes  les 
équations  de  chaque  fuite,  il  eft  évident  qu’on  aura 
toutes  les  équations  différentielles  algébriques , rationel- 
les , 8c  entières,  qui  auront  pour  intégrales  des  équa- 
tions finies,  algébriques,  rationelles,  8c  entières,  8c  que 
ces  intégrales  fe  trouveront  dans  ces  fuites.  Donc,  fi 
on  propofe  d’intégrer  une  equatiou  différentielle  quel- 
conque, qui  ait  par  elle  même,  ou  par  réduction,  la 
forme  requife,  c’eft  a dire,  qui  foit  algébrique,  ratio- 
nclle,  8c  entière;  fi  elle  a pour  intégrale  une  équation 
algébrique,  rationelle,  8c  enticre,  on  trouvera  cette  in- 
tégrale en  comparant  l’equation  différentielle  propofée 
avec  les  formules  generales  des  différentielles  de;  fuites, 
qui  font  du  même  ordre,  8c  du  même  nombre  des  va- 
riables , que  la  propofée  ; 8c  fi  l’on  ne  trouve  pas  dans 
les  différentielles  des  fuites  de  formule,  qui  paille  être 
comparée  exactement  avec  la  différentielle  propofée,  on 
pourra  multiplier  fucceffivement  cette  propofée  par  dif- 
férentes fondions  generales,  algébriques,  rationelles,  8c 
entières  des  variables  qu  elle  contient , jufqu’a  ce  qu’el- 
le  acquière  une  forme , qui  puiffe  être  comparée  exa- 
ctement avec  quelqu’une  des  formules  différentielles  des 
fuites. 

1 1 ? Au  refte  il  faut  fe  fouvenir  que  l’intégrale 
finie  d’une  équation  différentielle  d’un  ordre  quelconque 
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•doit  renfermer,  pour  être  complette,  autant  de  con- 
fiantes arbitraires,  qu’il  y a d’unités  daus  l’expofant 
de  cet  ordre.  Ainfi  les  équations  des  fuites  precedentes 
font  toutes  des  intégrales  complettes  de  leurs  différen- 
tielles du  premier  ordre . Car  en  prenant  la  première 
différence  de  chacune  de  ces  équations,  le  premier  ter- 
me confiant  Ap , ou  Apz  , ou  Ap1  , ÔY.  s’evanoiiit, 
& ne  fe  trouve  point  dans  fa  différentielle  du  premier 
ordre;  par  confequent  il  devient  une  confiante  arbitrai- 
re dans  l’intégrale  de  cette  différentielle . De  même 
fi,  en  prenant  les  fécondés  différences  de  chaque  équa- 
tion des  fuites , on  fuppofe  qu’une  des  premières  diffé- 
rences des  variables  x,  /,  z,  «,  ÔY.,  par  exemple, 
dx,  foit  confiante,  les  équations  des  fuites  feront  tou- 
tes des  intégrales  complettes  de  leurs  différentielles  du 
fécond  ordre , par  ce  que  la  fécondé  différentiation , en 
fuppolânt  dx  confiante,  ou  ddx—o , fera  difparoitre  le 
fécond  terme  Bpx , ou  Bpzx,  ou  Bp'x , ÔY . dans  la 
différentielle  du  fécond  ordre  ; & l’intégrale  de  cette 
différentielle  contiendra  les  deux  confiantes  arbitraires 
A & B,  qui  ne  fe  trouvent  point  dans  la  fécondé  dif- 
férence de  cette  intégrale.  Dans  la  même  fuppofition 
de  dx  confiante,  les  équations  des  fuites  feront  des  in- 
tégrales complettes  de  leurs  troifiemes  différences,  par 
ce  que  la  troifieme  différentiation  fera  difparoitre  un 
troifieme  coefficient  confiant  dans  la  différentielle  du 

troifie- 
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troifieme  ordre.  Par  exemple,  fi  l’on  prend  fucceffive- 
ment  la  première,  la  fécondé , & la  troifieme  différen- 
ce de  l'equation  de  la  fécondé  fuite  A p1-*-  Bp x-+ 
Cpy—\-Dx1-+Exy-+-Fy1  — oy  on  aura  p)ur  fa  dif- 
férentielle du  premier  ordre  B pd x-+C p d y -*■  zD xd x 
-+Exdy—*-Eydx—+-  z F y dy  = o,  dans  laquelle  le  premier 
terme  Ap1  de  l’intégrale  a difparû.  Donc,  fi  on  vou- 
loir intégrer  la  différentielle  dx-¥zdy — zxdx — 
%ydy  — o;  en  la  comparant  avec  la  formule  generale 
Bpd  x—+C  pd  y -+zDxd  x —¥  Ey  d x —+■  Exdy  —4-2  F y dy 
=0,  on  auroit  Bp  — i,  Cp  = z,  2 D — — 2,  E=-oy 
2 F = — 3,  8c  l’intégrale  feroit  Ap1-+x—*-zy — x* 
^ y7,  = 0 , dans  laquelle  A efl  une  confiante  arbi- 
traire . La  différentielle  generale  du  fécond  ordre , en 
fiiifant  dx  confiante,  fera  C pddy-^zDdx1  -t-zEdy  d * 
-+Exddy—¥zFdy1—*-zFyddy  — o , dans  laquelle 
le  coefficient  B a difparû;  8c  fi  on  vouloit  intégrer  la 
différentielle  du  fécond  ordre  dx1— \-zdy1  — \-zyddy=oy 
on  auroit  C = o,  iD  = i,  E — o , 2 F=  2 , 8c  l’in- 
tégrale finie  feroit  A p1 -+ B p x-+-j  x1 -¥yy^zo,  dans 
laquelle  A 8c  B font  deux  confiantes  arbitraires . La 
différentielle  generale  du  troifieme  ordre , en  faifant 
dx  confiante,  fera  Cpdiy—¥^Edxddy—^Exd'y—^ 
6 F dy  d d y -+■  2 F y d' y — 0 , dans  laquelle  les  trois 

B b b b 
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coefficients  conflans  A , B , & D ont  difparû  : oa 
trouvera  donc  trois  confiantes  arbitraires  dans  l’intégra- 
le finie.  Mais  fi  l'on  prend  les  différences,  qui  furpaf- 
fent  le  troifieme  ordre,  même  en  faifanr  dx  confiante, 
on  trouvera  que  leurs  intégrales  finies,  dans  les  fuites 
precedentes,  ne  feront  que  des  intégrales  particulières, 
ou  incomplettes  de  ces  différentielles;  & en  general  fi 
on  ne  prend  aucune  différence  première  des  variables 
x,  /,  *,  x,  (7c.  pour  confiante,  les  équations  finies 
des  fuites  ne  feront  que  des  intégrales  incomplettes  de 
toutes  leurs  différentielles  fupérieures  au  premier  ordre . 

DCXVI. 

On  comprend  , par  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
que  c’efl  pour  avoir  toujours  des  intégrales  complettes , 
que  M.r  Fontaine  daBS  fon  int'odu£lion  a la  fécondé 
méthode  fuppofe,  que  dans  la  fécondé  fuite  d’équations, 
qui  doivent  être  les  intégrales  finies  des  équations  dif- 
férentielles entre  le  paramétré  p,  8c  les  variables  x,  /, 
les  coefficients  confiants  A , B , C,  D,  F,  F,  C '7c. 
defignent  des  fondions  d’un  nombre  arbitraire  » , s’il 
s’agit  d’une  équation  aux  premières  différences  ; de 
deux  nombres  arbitraires  »,  w,  s’il  s’agit  d’une  équa- 
tion aux  fécondés  différences;  de  trois  nombres  arbi- 
traires »,  w,  /,  s’il  s’agit  d’une  équation  aux  troifie- 
mes  différences,  &c.  Voyons  maintenant  dans  l’intro* 
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duflion  m£me  de  M.r  Foataine  l’ufage,  qu’il  fait  de 
ces  équations  de  la  fécondé  fuite,  & des  fuppoficions 
precedentes . 

Prenez  une  des  formules  precedentes , celle  du 
premier  degré,  ou  celle  du  fécond,  ou  celle  du  troi- 
fieme,  &c,  Subltituez  au  lieu  des  coefficients  indéter- 
minés A,  By  C,  D,  E , F,  Ô*r.  des  fondions  de  » a 
vôtre  choix,  vous  aurez  une  équation,  qui  fera  l’in- 
tégrale d’une  équation  aux  premières  différences.  Pour 
avoir  cette  équation  aux  premières  différences , dont 
vous  avez  l’intégrale,  différentiez  cette  intégrale,  vous 
aurez  deux  équations:  chafTez  en  »,  & l’equation,  qui 
vous  reftera  entre  />,  x,  /,  dxy  dyy  fera  l’equation 
aux  premières  différences,  dont  vous  aurez  l’intégrale. 

Prenez , par  exemple , la  formule  Ap  -h-  B x — »• 
C y = o , & faites  A—i — »,  B — 2,  C=— , 

on  aura  l’equation  (1  — »)/>-+•  2 x — ~ / = 0 , 

qui  fera  l’intégrale  d’une  équation  aux  premières  diffé- 
rences. Pour  avoir  l’equation  aux  premières  différen- 
ces, dont  c’eft  la  l’intégrale,  on  différence  cette  inté- 
grale; on  aura  2»</#-+-(2  — 5 n)dy=.Oy  &,  en 
chaffatit  »,  on  aura  l’equation  aux  premières  différences 
3 pdy1  — t- 1 ox  d y'  — - 1 o y dxd  y — 2 pdxdy — 4 xdxdy 
— *-4/^x1  = o,  dont  l’intégrale  eft  (1 — »)|>-+3x-+ 
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Prenez  une  des  formules  precedentes:  mettez  dans 
cette  formule  pour  A,  S,  C , D , F,  F,  ÔV.  des  fon- 
dions de  »,  & de  m,  telles  que  vous  voudrez,  & 
vous  aurez  une  équation , qui  fera  l’intégrale  d’une 
équation  aux  fécondés  différences.  Pour  avoir  cette 
équation  aux  fécondés  différences,  dont  vous  avez  l’in- 
tégrale, différentiez  cette  intégrale  deux  fois,  vous  au- 
rez trois  équations:  chaffez  en  les  nombres  »,  îc  m, 
& l’equation,  qui  vous  refiera  entre  />,  *,  y,  dxy  dyy 
ddy  (on  fuppofe  d x confiante ) , fera  l’equation  aux 
fécondés  différences,  dont  vous  avez  l’intégrale.  Pre- 
nez , par  exemple , cette  formule-cy  Ap*  -*■  Bpx-h 
Cpy-*-Dxz-+Exy-t-Fy2  — oy  & faites  A—^y 
jB=2»,  C — n — m , D o , E — 3 — 2 m , F = 
• — nmy  vous  aurez  l’equation  ip1  -¥in px-+(n  — m)py 
-+•(3  — 2 m)xy — nmy'  — o , qui  fera  l’intégrale 
d’une  équation  aux  fécondés  différences.  Pour  avoir 
cette  équation  aux  fécondés  différences,  dont  c’efl  la 
l’intégrale,  différend  ez-là  deux  fois,  vous  aurez  2 npdx 
-4-  ( » — m) pdy—+(  3 — 2 m)xd y - 4*  ( 3 — 2 m)ydx  — 
2 » r»/  dy  — oy  8c  (»  — m)pddy-*-(i  — 2 m)  xd  dy 
—4-2(3  — 2>n(dxdy  — 2 nmy  ddy  — 2 nmd  y1  — 0 : 
chaffez  les  nombres  n 8c  m de  ces  trois  équations,  & 
l’equation,  qui  vous  refiera  entre  py  xyyy  dxy  dyy 
d dy  fera  celle , dont  il  s’agit . 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Char.  X.  5<*5 

Prenez  encore  une  des  formules  precedentes  : met- 
tez dans  cette  formule  au  lieu  de  A , B,  C,  D,  F, 
F,  ÔV, . des  fondions  de  »,  de  w , & de  /,  vous  au- 
rez une  équation,  qui  fera  l’intégrale  d’une  équation 
aux  troifiemes  différences . Pour  avoir  cette  équation 
aux  troifiemes  différences , dont  vous  avez  l’intégrale  , 
dilférentiez  cette  intégrale  trois  fois , vous  aurez  quatre 
équations  : chaffez  en  les  nombres  » , m , / , & l’equa- 
tiou,  qui  vous  refiera  entre  />,  #,/,  dxy  dyy  ddy  , 
d5/,  fera  l’equation  aux  troifiemes  différences,  dont 
vous  avez  l’intégrale. 

Pour  avoir  l’intégrale  d’une  équation  différentielle 
donnée  , il  faudra  donc  que  la  formule , que  l’on  choi- 
fira,  & que  les  valeurs,  que  l’on  donnera  aux  coeffi- 
cients A , B , C , D , E , F , C^r.  de  cette  formule 
en  »,  fi  c’efl  une  équation  aux  premières  différences, 
qui  foit  donné  ; en  »,  & m , fi  c’efl  une  équation  aux 
fécondés  différences  ; en  » , en  m , 8c  en  / , fi  c’efl  une 
équation  aux  troifiemes  différences,  &c. , foient  telles, 
que  l’on  arrive  de  cette  intégrale  a l’equation  différen- 
tielle propofée.  De  même  que  pour  chaque  intégrale 
il  n’y  a qu’une  feule  .équation  aux  premières,  ou  aux 
fécondés,  ou  aux  troifiemes  différences,  &c. , dont  elle 
foit  l’intégrale  : pour  chaque  équation  aux  premières 
différences,  il  n’y  a qu’une  feule  équation  entre  p,  », 
y , & n , qui  en  foit  1’intégrale  : pour  chaque  équation 
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aux  fécondés  différences,  il  n’y  a qu’une  feule  équation 
entre  />,  x,/,  «,  & w,  qui  en  foit  l’intégrale:  pour 
chaque  équation  aux  troifiemes  différences , il  n’y  a 
qu’une  feule  équation  entre  />,  x , y , »,  w,  & /,  qui 
en  foit  l’intégrale  &c.  Cette  intégrale  peut  fe  prefen- 
ter  fous  une  infinité  de  formes  différentes;  mais  ce 
fera  toujours  elîentiellement  la  même  équation. 

Si  vous  avez  l’intégrale  d’une  équation  aux  pre- 
mières différences,  & que  vous  déterminiez  «,  c’eft  a 
dire,  que  vous  faffiez,  par  exemple,  » = o,  ou  » = 
— 3 , ou  « = 5,  (7c.,  l’equation,  que  vous  aurez,  ne 
fera  pas  l’intégrale  de  vôtre  équation  aux  premières 
différences,  mais  elle  fera  feulement  un  des  cas  de  cet- 
te intégrale  ; & il  en  de  même  des  intégrâtes  des  e- 
quations  aux  fécondés  différences,  de  celles  aux  troi- 
fiemes , &c.  ; a chaque  fois  que  l’on  détermine  un , ou 
deux,  ou  trois,  &c.  des  nombres  »,  w,  /,  (7c. , le* 
quation,  que  l’on  a,  n’eft  plus  qu’un  des  cas  de  l’inté- 
grale. Par  exemple,  fi  vous  faites  n=i  dans  l’inté- 
grale compîette  n ( I — n)p-¥inx—\-[z  — >5  n)y  = o 
de  l’equation  aux  premières  différences  3 p dy 1 -+• 
1 oxdyz — 1 oydxdy — 2 pdxdy — ^.xdxdy-^r^ydx2, 
= 0,  l’equation  ix—  $y  = o,  que  vous  avez,  ne  fera 
pas  l’intégrale  de  cette  équation  aux  premières  différen- 
ces, c’eft  a dire,  que  l’equation  différentielle  2 dx — • 
^dy=.o  ne  fera  pas  la  même  que  cexte  équation  aux 
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premières  différences  3 pdy*-+-  x o*<// — 18 ydxdy — 
ÔV.  = 0 ; mais  l'equation  2x — 3/  — 0 fera  feulement 
un  des  cas  de  l’intégrale  complette  de  l'equation  aux 
premières  différences  — ÔY.  = 0 ; 

c’ell  a dire,  que  tirant  de  l’equation  2* — 3/  — 0 la 
valeur  d’une  des  variables,  & fubftituant  cette-  valeur 
pour  la  variable  dans  l’equation  différentielle  3 pdy1-*- 
lox  dy1 — ÔY.  = o,  celle-cy  deviendra  identique.  Car 
puifque  2* — 3^  = 0,  on  aura  x~  ---y,  8c  dxz^î-ày  ; 

& fubftituant  ces  valeurs  pour  x,  & pour  dx  dans 
l’equation  différentielle  ipdy*  — *- 1 o x dy*  — ÔY.  = 0 , 
elle  deviendra  3/»  dy1-*- 1 $ydy2 — i^ydy1 — 

— // -+yy df2  — °y  équation  identique. 

On  peut  encore  obferver  icy  que,  pour  chaque 
équation  aux  fécondés  différences,  il  y a deux  intégra- 
les aux  premières  différences;  car  après  avoir  différentié 
une  fois  feulement  l’intégrale  d’une  équation  aux  fécon- 
das différences,  on  pourra  chaffer  le  nombre  m , ou  le 
nombre  »,  & par  confequent  avoir  une  équation 
aux  premières  différences,  oit  il  ne  reliera  que  »,  & 
une  autre,  où  il  ne  reliera  que  m,  & chacune  de  ces 
deux  équations  fera  egalement  l’intégrale  de  l’equation 
aux  fécondés  différences,  que  l’on  aurait  en  différentiant 
l’intégrale  deux  fois , 8c  en  chaflànt  les  deux  nombres 
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m 8c  n;  que  par  la  même  raifon  pour  chaque  équation 
aux  troifiemes  différences  il  y a trois  équations  aux 
fécondés , qui  en  font  les  intégrales , fçavoir , celle  ou 
il  ne  refie  que  le  nombre  /,  celle  où  il  ne  refie  que 
le  nombre  w,  & celle  où  il  ne  refie  que  le  nombre». 
Mais  bornons  nous  quant  a prefent  aux  équations  aux 
premières  différences. 

L’intégrale  d’une  équation  aux  premières  différen- 
ces étant  donnée,  au  lieu  d’en  déduire,  comme  nous 
venons  de  le  faire,  l’equation  aux  premières  différences 
dont  elle  efl  l’intégrale , nous  pourrons  ordonner  cette 
intégrale  par  rapport  a »,  & avoir,  en  la  refolvant,  » 
fonélion  nulle  de  p,  de  x,  & de  /,  & en  différentiant, 
avoir  dx-*-  ady=o  . Par  exemple,  l’intégrale  »(i  — 
»)/>-+- 2mx— *-(2  — 5 »)/  = » étant  donnée,  on  peut 
l’ordonner  par  rapport  a »,  & avoir  »» — ».  p * J ~ ï* 

— — , d’où  l’on  tire  « — ^ v 

85?  fonélion  de  dimenfion  nulle  de 
p,  de  x,  & de  /;  & en  différentiant,  on  aura  indx 
“+(2 — $n)d/=oi  ou  dx— t-ady  =zo , en  faifant  a 
= 1 ~ J " , & en  mettant  a la  place  de  » la  valeur 
qu’on  vient  de  trouver.  Refolvez  l’equation  que  vous 
avez  trouvé  par  le  premier  procédé,  de  maniéré  qu’a 

(à 
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h place  vous  en  ayez  une  autre,  ou  du  & à y ne 
foient  qu’a  la  première  dimenfion , cette  équation  fera 
dx-+*dy  — o,  c’eft  a dire,  precifement  la  même  que 
par  le  fécond  procédé . 

Dans  l’exemple  precedent  on  avoit  les  deux  équa- 
tions m(m — 1 )p-4-2  nx  — *-(2  — 5 n)y~oy  & 2 ndx 
—*-(2 — 5 n)dy  — o.  Par  le  premier  procédé  on  a fub- 
ftitué  dans  le  première  équation  la  valeur  de  « = 
- dy—'àx  k ^econ^e  équation,  & on  a trouvé 

l’equation  aux  premières  différences  3pdyl— *- 1 o xdyx 
— 1 o y dxdy  — 1 pd  xdy  — 4 xd  xd  y -y-  4 y1  d x‘  = 0 . 
Si  l’on  ordonne  cette  équation  par  rapport  a Jx , on 
aura  en  la  refolvant  dx-+3dy=o . Car  fi , au  lieu  de 

fubftituer  la  valeur  de  n=jj~~~7x  ^ans  l'eftuati011 
n(i — «)p  — **2  nx— k-(z  — 5 »)/ =0  , comme  on  a 
fait  dans  le  premier  procédé,  on  fubftitue  dans  l’equa- 
tion  h— — r— ^ — la  valeur  de  n tirée  de  la  pre- 
miere  équation  , il  eft  évident  qu’on  doit  avoir  la  mê- 
me équation  aux  premières  différences  d x-+xdy—o. 

Si  vous  n’aviez  pas  fait  dp  — o , vous  auriez  eû  dx 
— ♦ t-  dp—o  par  le  premier,  & par  le 

fécond  procédé.  Car,  fi  l’on  n’eùt  pas  fait  dp—o , on 
auroit  eù  dx—*-ady-+rrdp  — o,  -n  étant  une  fonélion 
de  dimenfion  nulle  de  p,  de  *,  & de  y y qui  eft  incon- 

C c c o 
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nuë  ; 8c  fi  l’on  n’eùt  pas  divifé  par  la  fon&ion  qui 
multiplioit  dx}  on  auroit  eù  ^ d *-+•* ndy-t-v fj.d />  = 
dy,  H étant  encore  une  fonction  inconnue  de  p,  de  x, 
& de  /,  8c  <p  une  fonélion  inconnue  des  mêmes  quan- 
tités, qu’on  peut  fuppofer  de  dimenfiou  nulle,  puis 
qu’on  peut  toujours  multiplier  ou  divifer  cette  fonéïion 
par  une  puiflànce  de  />,  qui  la  rende  de  dimenfion  nul- 
le. On  aura  donc  par  le  premier  Theoreme  fondamen- 
tal jux— o,  par  confequent  x-+j/-+ 

o — * — * y 

T?P=ZO,  & *77=  - 

Soit  donc  d x -4-  ^d y — o l’equation  que  l’on  pro- 
pofe  d’intégrer.  Par  AT,  & par  M on  entend  deux 
fondions  de  même  dimenfion  de  p , de  x,  & de  /, 
qui  n’ont  aucun  fafteur  commun,  8c  dont  tous  les  ter- 
mes font  homogènes,  8c  compofés  de  puiflances  pofiti- 
ves.  S’il  n’entre  aucun  radical  dans  les  fondions  AT, 
AT,  c’eft  a dire,  fi  l’equation  différentielle  propofée  eft 
renfermée  dans  l’une  des  formules  fuivantes 
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S’il  entre  des  radicaux  dans  les  fondions  N,  M,  l’on 
fera  entrer  ces  mêmes  radicaux  dans  le  numérateur,  & 
dans  le  dénominateur  des  valeurs  fucceflives  de  n , & 
de  la  maniéré  la  plus  generale  qu’il  fera  polïible. 

Suppofons , ' par  exemple,  qu’il  n’y  ait  qu’un  feul 
radical  dans  l’equation  différentielle  propofée,  & que  ce 
radical  foit  v (ap*—¥bpx-+cpy-+d'xi-+ex)>-+-fyt)' 
On  fait  % — (dp2  — *-bpx  — \rcpy-+dx‘— ¥exy— ►/)'*), 
on  aura  n*~ap1—f-bpx-*-cpy—\-d'xt-+-exy—*-fy2; 

j*  = cf,-+e,-*tf,  la  fofmuk 
dx  1!  * dy  as  ' 

de  l’equation  propofée  fera 


Digitized  by  Google 


572 


Elemens  du  Calcul  Inte'gral 


. h t />— <-  b t *— \-b  ? y -l- t a z j 

TTf^I ïx -+Tï7m-i- ï 4 ou 

1 1 p*  — \-b  i px-+b  i p y-+  b npz—hb  ^ x*  -+ 
I ^ * f 1 — t-  fl  ipx  — +-  fi  j p y -+  0 npz-+  0 $ *l- 


</*-+■ 


A6»7-+^7itz-4-A8y1-4-^P7'ï 


ÔV.  «2rr.  (yc. 

& fon  intégrale  fera 


}i  = l±t±. 


n : 


°6*7-».a7*5-*-a  8_7*  -*-«9/ 


* l p*  -+*Jt>1x-*-a1p*r-i-*ipiz- 
“if3  ■+*tp1x-i-aip*y-+-,4plz- 


y1  ~ba6tfty-*-a’7f>xz  —*•  a R t>  yx 
'5pX1-*-a6px/-+o7pxz-h*ÿ  p y 


d y = o , ou 


•*  iP J>-+"4p  s -h  “5  **-+  j 
• a 8 y~t-x  9/ Z 


n : 


OU 


OU 


ai>rv*  -t.  gj^xpr.  -m^1  -t- ti  <5,,’ t 


•01i*r 

&c.  &c.  &c. 


■i4*n- 


1 1 S/’ 


iiùp'z  4 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  X.  573 

S’il  cotre  plufieurs  radicaux  dans  les  fondions  N , M, 
on  fera  pour  chaque  radical  ce  qu’on  vient  de  faire 
pour  un  feul.  On  pourra  confulter  pour  le  refie  l’Ouvra- 
ge de  M.r  Fontaine,  dont  nous  avons  prefque  copié  les 
paroles  dans  cet  Article  dcxvi.,  en  les  accompagnant 
cependant  des  eclairciffemens  neccffaires. 

DCXVII. 

Il  ne  nous  refie  plus  qu’a  donner  une  idée  du 
Calcul  Intégral  de  M.r  le  Marquis  de  Condorcet.  Cet 
Ouvrage  efl  divifé  en  deux  Parties,  dont  la  première 
traite  des  équations  différentielles  aux  différences  infini- 
ment petites;  la  fécondé  confidere  les  équations  aux 
différences  finies  , & celles  où  une  même  variable  éga- 
lée a une  fonélion  de  plufieurs  autres,  a été  fucceffive- 
ment  fuppofée  varier  avec  chacune  d’entrelles.  Nous  ne 
prierons  que  de  la  première  Partie:  elle  eft  naturelle- 
ment divifée  en  deux  feélions.  M.r  de  Condorcet  refout 
pleinement  dans  la  première  ce  Problème  general:  Etant 
donnée  une  fonftion  ou  équation  différentielle  de  tel  ordre 
que  ce  foit,  & qui  renferme  tant  de  variables  qu'on  vou- 
dra, trouver  les  équations  de  condition , qui  doivent  avoir 
lieu , pour  quelle  puijfe  avoir  une  intégrale  de  l'ordre  in- 
férieur de  F unité,  ou  mïme  une  intégrale  finie.  Car,  fé- 
lon la  remarque  de  M.«  d’Alembert  & Bezout,  lorA 
qu’un  Problème  eft  poffibte,  c’eft  déjà  avoir  fait  un  pas 
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utile  vers  fa  folution,  que  d’avoir  démontré  que  l’equa* 
tion  différentielle,  qui  l’exprime,  admet  une  intégrale 
du  degré  immédiatement  inférieur.  Mais  il  peut  arriver 
fouvent  qu’une  équation  fufceptible  d’une  pareille  inté' 
grale  exprime  une  chofe  impoffiblc,  & par  confequent 
n’admette  point  d’intégrale  finie.  C’eft  donc  un  travail 
fort  utile , que  de  déterminer  dans  quel  cas  une  équa- 
tion propofée  peut  être  amenée  a une  intégrale  finie  . 
Après  qu’on  s’eft  afl'uré  qu’une  équation  différentielle 
propofée  a une  intégrale  finie  po.Ttble,  il  ne  relie  plus 
qu’a  trouver  cette  intégrale , c’eft  le  fécond  Problème 
general  que  M.r  de  Condorcet  fe  propofe  de  refoudre 
dans  la  fécondé  feélion. 

DCXVIII. 

-, 

Il  réduit  toutes  fes  recherches  fur  les  équations  de 
condition  a fept  Problèmes , dont  les  quatre  premiers 
roulent  fur  les  foBélions,  &.  les  trois  derniers  fur  les 
équations  différentielles . Nous  nous  contenterons  de 
donner  un  effai  de  Ci  méthode,  en  rapportant  la  folu- 
tion du  premier  Problème  avec  quelques  explications 
fur  des  difficultés  de  calcul,  qui  pourroient  embaralfer. 

Problème  I.  Trouver  l’equation  de  condition 
qui  doit  avoir  lieu,  pour  qu’une  fonflion  différentielle 
d’un  ordre  quelconque  de  deux  variables  »,  yy  ou  dx 
cil  fuppofé  confiant,  foit  la  différentielle  exaéte  d’une 
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fonélion  des  mêmes  variables,  d’un  ordre  moins  elevé 
d’une  unité. 

Solution  . Soit  V la  fon&ion  propofée,  B la 

fonélion  de  l’ordre  inférieur,  dont  V doit  être  la  diffé- 

/ 

rence.  On  fait  dans  V 8c  dans  B,  d x=pydy=p'y  dp 
— 0 a caufe  de  dx  confiante,  d dy  — dp'=q  y d*y=z 
d1  p=d q'=r  y d*/  = p q'=zdr  =f  , 8c  ainfi 
de  fuite  on  aura  V & B fondions  de  #,  /,  py  p' ■>  4 , 
r y s'y  ÔV.,  la  derniere  de  ces  lettres  p y q •>  r>  s s 
qui  fe  trouve  dans  V , ne  devant  pas  fe  trouver  dans 
B , par  ce  que  B eft  d’un  ordre  inférieur  a V.  Par  exem- 
ple , fi  s'  — d*y  eft  la  derniere  de  ces  lettres  qui  fe 
trouvent  dans  Vy  r'~dJy  fera  la  derniere  lettre  qui 
fe  trouve  dans  B y puifque,  V étant  une  différentielle 
du  quatrième  ordre,  B ne  fera  que  du  troifieme  par  la 
fuppofition  du  Problème.  Cette  fubftitution  des  lettres 
py  p y q' y r y s y &c. , au  lieu  des  différences  d#,  d/y 
d1  y r dJ y y <f4/,  ÔY.,  donnera  le  moyen  de  diftinguer 
les  py  pi  y q y r y s'y  &c.y  qui  fe  trouvent  dans  B,  de 
ceux  que  la  différentiation  introduit  dans  dB. 

Cela  pofé,  8c  en  différentiant,  fuivant  la  nouvelle 
maniéré,  on  aura,  par  la  fuppofition,  V=d  B—^dx 


J B j d B j t . d B j t 

-+—df-+7ÿdP-+  77dV 


à B 


di 


dr'-+(?c.y  8c  y en 


mettant  dans  cette  valeur  de  V pour  dx,  dyt  dp't 
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d q y d r y &c.  leurs  valeurs,  on  aura  V——-p—\-  — p' 

“*"77"*'  ” 1 f°rme  que  doit  necef- 
(àirement  avoir  V,  pour  être  la  différentielle  exaéle  de 
la  fonction  B . 

Pour  parvenir  a tirer  de  1^  l’equation  de  condi- 
tion, qu’on  cherche,  on  différentie  les  deux  membres 
de  l’equation  cy-deffus . Le  premier,  en  différenciant 
a l’ordinaire,  donne  d V —N d *-+ N' dy-\-F d p -+■ 
£ï_d  q'-+  K d r'-t-  S' d s -+■  iJV. , ou  les  coefficients  N , 
N'y  P' y Qy  R'y  S'y  &C.  font  des  fondions  connues 
des  quantités  x,/,  />,  /,  q\  r'y  r',  (D’c. , que  contient 
la  fonélion  donnée  V , Le  fécondé  membre  , en  différenciant 

fuivant  la  nouvelle  maniéré,  donne  dÇ~p-+~p'— h 


ddB  , 

777ï‘?-*' 


j ) d x — Y ( 


ddB  , 

TÿTp  1 


&c.)d/ 


/ d R ddB  . ddB  i , dd  B _»  , ddB  , 

ï{irr^~Jïd7P^7^P^—i^-dpdi- r 

i J r . y \ i/  / d B ddB  ddB  § 

— S-+&C.  )dp  -+(  — -+ TflT P -+ IJU P ■** 


ddB 

dpdy  P 
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J JB 

d qd  p' 


q-¥ 


J JB 


J JB  . 

J f 4/  P 


JJ' 

J JB 


y — ► 


J JB  . 

dq  dr  * 


■ÔV.)  dq-¥  (■ 


d B 
d<{' 


5 77 

dJB 
dr  d x P 


dr' 4 p 


q -+■ 


dJB 


dtdq 


r — t- 


dd  B 


■&c.)dr- 


( “4*  ) d s Ù"c.  (7c.  y équation , 

que  nous  defignerons  par  (G)  . 

• d B H B i 

La  différence  du  fécond  membre  ——  p -+-  -jy p -+• 

d B r d B $ d B i y p 

TjT*}  ~*m~dYr  —^ITT*  j *e  trouve  en  prenant  en 

particulier  la  différence  de  chaque  terme  de  ce  fécond 
membre,  i?  En  ne  faifant  varier  que  #.  2 ? En 

ne  faifant  varier  que  y . 3 ? En  ne  faifant  varier 

que  p . 4?  En  ne  faifant  varier  que  q , & ainfi  de 
fuite. 


Or  la  différence  de  tout  ce  fécond  membre,  en 
ne  faifant  varier  que  x,  efl  y f-  pd  x-+-  p dx-v 

d d B ( • d d B t j d d B t j / d d B 

<1  <*  * -+  ;-~rmT  “ • sa *-+  &c.  = ( — —p 

dxap  * axdq  dxdr  ' d x*  r 


d d B / d d B 1 

d x à y P dx  dp' 


d d B , ddB  , 
dxdt)  r ' d x a r * 


dx * 

(7c.)dx  . 


De  même  la  différence  de  tout  le  fécond  membre  pri- 
fe,  comme  nous  l’avons  dit,  en  ne  faifant  varier  que 


n dd B 1 ddB  ,1  ddB  ,,  aaa  ,, 

y^-TjdiP^^-rrPb^-TjTp^y-^-jjdî'^ 


ddB 


D d d d 
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AAB  jj  m f A A B ^ _ A A B m A A B , 

A y A p % 


A A B f j y_,  / A A B A A B 

■*"  1777  s<*y-+  &c.  = ( 7777-  7 -*  -777-  P 


dyU'-S  \dydxi  jf 

7J7f  r ~7J77  * ~¥  ^c'  ) d y . La  différence  du  fé- 
cond membre  prife , comme  nous  l’avons  dit , en  ne 
faifant  varier  que  />',  eft  J^-pdp'-b-^—p'dp’-*- 


& B j t A ri  B » » t cl  d B 1 J r a a B > 1 • y#v 

— dp  -*■—< 1 dp  -+ Wr  dp  -+7777*  dp  -b&c. 
~dP  -+-  77^7/»  dp  -+  7777/.  ^7  — <1  dp-* 

Tf77rd^-37TrS(lP-*-Cc'  = ^-7T-^Wd7^ 


A A B t A A B ? A A B » A A B / \ j » 

/>  -+  TT (l-*77d7 r~¥ 7777S'+&C-J dP  > 


& on  trouve  de  même  les  autres  différences  du  fécond 
membre,  en  ne  faifant  varier  que  q\  enfuite  en  ne 
faifant  varier  que  r',  & c.  Or  d.  77,  ou  la  différence 

de  prife  en  faifant  tout  varier,  eft  -a  a ?-d  x—b 

<tx  r » jj 

A A B j»  A A B j t A ri  B j » A A B j / 

-£7p— *-  — î rd  ti— ¥ -- — -rrd  r-H — ; — 

# Ü X d q J j - j-  j ..  j . 


A AB  j 

~dTjjdr 


ci  X il  p 


cixdr 


y d d B d d B > d d B c 

&c-  = -Ty-p-*-T^7P^T^7<I 


dd  B 


7 s — t-  Ô*r.  ; par  confequent  d —■  • d x = ( • — 7 


A x As 

AAB 
A X A q 

AAB 


AxA 


A x * 


AA  B 


AAB 


A A B t d A B / y-,  \ » 

'-77d7r-*’17d7s-+&c‘)dx-  °a 


dxdy  P d x d p'  *1  * d x d y 


dd  B 
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57P 


« a j a B j f 4 4 B 4 4 B , 

trouve  de  même  que  d~jy  • d y = ^ 


d y a x 


djx 


d d B 
dfdp' 


t 44B  » 44B  t Vf* t \ j o 

• 9-+ 777ïr-+T777s-*-&c-)dy'  & encore  4ue 


4/4 


f 4 B . 4B  \ , , f 4 B 4 4 B . 44  B 

KT7'+‘i--d7)dP  = KlT-¥  777:  P' 


dy  ' dp'  J " r \dj  ' dp'dxr  ' dpdy’P 

d d B , d d B , . ddB 

dp*  ^ *i'd4 


ddB  t ddB  i ddB  # /*.  N » » o 

— fl  — t r —t — — — rs-¥  J?c.)dp,  tk  encore  que 

j „■*  1 j l j j a : u t / r > i 


-+• 


d<i 

ddB 


dp 


ddB  ddB  , 

-h'dddTp-+lTd7P 


r -+• 


ddB 


ai 


d q d T 


-s  -M&c.^d q'  y & ainfi  de 


dp' 

ddB  , 
d ,j  a p y 

fuite  . 

Donc  en  mettant  pour  les  fuites  qui  multiplient 

J D 

les  dxy  d/ y dp\  dq\  dr'y  ds  , &c.  leurs  valeurs  ^.-77* 
, dB  dB 


“j 


, dB  dB  . dB 

-+•  a.  - . ■ , 4"  w. 

a y dp?  a p 


4B~  . 4B  4 B 

* 4q  ^ 4 r'  * d r' 


4 q * 4 q 


4 B 


ÛY.  Dans  l’equation  cy-deffus  (G),  on  aura 


dB  , 

dy  P 


d B , . dB  . d 3 , 

-7-r  fl  — t-  — r r -+•  -r—  î — t-  >JY. 

dp1  a y dr 


)=-' 


a'g 

J JC 


f/  X 


<<7 
rt  S 


dp- 


dB 


dp  ~ d q 

^ d s —\r&c.  Mais 


• r ..  a d B d B t d B 1 d B 1 

pulfque  Vy  & -p-+—p  —4- -j—  q -+—r 


dr1 


• (Je.  doivent  être  une  même  chofe , leurs  différences 


Digitized  by  Google 


580  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
doivent  être  égalés  terme  a terme,  on  aura  donc  Ndn 

— & N—d^ f;  N'd y =zd  d y , & N' 


J d B y*  / » / f d B j fi  \ 1 # n -./  d fi 

-d~;  Pdp^^-j-^d-^dp,  & />=  — 


<r 


<//>■ 


ai 


» ' ___  ^ ^ J ^ ^ JJ  » </fi  J 

r;  ^—-7]r-*d'~ * R =-r?-+à 


dy 

dB 
dr  » 


5 — 4£--4* 

a r 


; équations  qui  donnent  les  va- 
leurs, que  doivent  avoir  N , JST,  P',  4/,  R',  S\  ÔV., 
pour  que  F foit  la  différentielle  exaéte  de  B.  On  re- 
marque maintenant  que  dans  cette  fuite  d’équations 


dB 


N'=d 


P'  = ¥~+d~ 

dy  dp 


d B j a d 

£L=  IJ  h ^ ‘ Tf 


dB 


K — 


dB 


s = 


df 

dB 


, dB 

+ <i'~ 


df 


Le  fécond  membre  de  la  première,  & de  la  demiere 
ne  peuvent  avoir  qu’un  terme,  & qu’ainfi  chaque  -jy , 
d B d B d B y 1 • or 

ly  ' "77"’  "77  *ô  trouve  dans  une  équation  y & la 
différence  dans  une  autre.  Mettant  donc  ces  équations 
fous  cette  forme 
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dr'=d-lT 

/<P'=/4W44- 


4p 


à H 


581 


S R'=d*  + £ 

dq 


/r=/££ 


,4  <ya 
77* 


on  aura,  en  retranchant  alternativement  lune  de  1 au- 
tre tJ'—dP'—^d  (3)^  — d R — H d S *JTc,  — 0,  équa- 
tion identique,  qui  doit  avoir  lieu  , pour  que  V foit 
la  différentielle  cxafle  dune  fonélion  d’un  ordre  infé- 
rieur d’une  unité,  & qui  eft  par  confequent  l’equation 
de  condition  cherchée. 


D C X I X. 


Corollaire.  Zdx  eft  une  différentielle,  dans 
laquelle  dx  eft  confiante,  & Z une  fonélion  des  va- 
riables *,  j-,  />,  ÿ,  r,  r,  &c.,  en  fuppofant  />=£-■-, 


? 


— ^ d P __ „ d d y 
d*  dx1 


dq  d'y 

r—dx—JÏ’ 


S 


dr  diy 

dx  jx4  » 


&C. 


Par  confequent  dZ  = Mdx-*-Ndy—¥Pdp-+<3)dq-¥ 


Rdr-+S d t-4-Ô’r.  Nous  avons  démontré  dans  le 
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Chapitre  precedent  que,  fi  la  relation  entre  * & / eft 

. . ..  ...  J»  JQ  JR  d*S 

exprimée  par  1 équation  N — ~r 

— &c.  — 0 , l’intégrale  S.Zdx  fera  un  Maximum,  ou 

un  Minimum , or  fi  on  fuppofe  p'=.dy,  q-z=.dp~=. 

ddy,  r=dq'  = d*  y , s=Jr=d*y , ÔV.,  Z fera  aufli 

une  fonélion  des  variables  *,/,  />',  q , r , j,  ÔY. , 

puifque  les  quantités  p , q,  r,  r,  ÔY.  ne  font  variables 

J 4 

que  par  ce  quelles  contiennent  dy,  ddy , 

ÔY. , ou  p ÿ',  r,  r',  ÔY. , étant  confiante;  par 
confequent  on  aura  aufli  dZ=zMdx-+N'dy—*~P  dp 
-+Qdq'-+R'dr-+S'ds'-h&c. 

En  égalant  terme  a terme  les  deux  valeurs  de 
dZ  , que  nous  venons  de  trouver,  on  aura  Mdx  — 
Mdx , M—M y Ndy  — N’dy , & N=  AT;  Pi//>  = 
p£=P’Jp=P'Js,  & P'=£;  £=<<?•; 


On  trouve  de  même  — r = -R' , & -JT  — d*R!  ; ~r 

d x*  <^x4 

= î',  & d!lL  — d*S'y  (Pc.  Subftituant  ces  valeurs  dans 

d x4 

l’equation  N 


Jr 


J*s 


4 *» 


• ÔY.  = < 
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qui  rend  S.Zdx  un  Maximum , ou  un  Minimum , on 

aura  N' — dP-t-d'gy — d*R-¥d*S' — &c.=o,  équa- 
tion de  condition,  qui  doit  avoir  lieu,  pour  que  la 
différentielle  Zdx  ait  une  intégrale  de  l’ordre  immé- 
diatement inférieur.  On  voit  donc  par  là,  que  ces 
deux  formules  d’équations  font  les  mêmes.  Ce  Corol- 
laire contient  la  demonftration  du  Theoreme,  que  M.r 
Euler  a propofé  fans  demonftration  dans  le  Tome  X. 
des  nouveaux  Mémoires  de  Petcrsbourg,  & qu’il  ap- 
pelle: Egregium  Tbcorcma  quod  in  Calcula  Intégrait  exi- 
mium  ufum  prœjiare  videtur.  M.r  de  Condorcet  a fait 
voir  généralement  par  la  méthode  des  variations,  que 
les  formules  des  équations  de  condition  doivent  être 
les  mêmes  que  celles  des  équations,  qui  doivent  avoir 
lieu  entre  les  variables,  qui  entrent  dans  une  fonêlion 
intégrale,  pour  que  cette  fonclion  devienne  un  Maxi- 
mum , ou  un  Minimum.  Il  faut  cependant  remarquer 
que,  pour  le  Maximum , ou  le  Minimum , ces  équations 
ne  doivent  pas  être  identiques,  puifqu’elles  doivent 
donner  une  relation  entre  les  variables,,  qui  efl  necef- 
faire  pour  que  la  fonflion  intégrale  indéfinie  devienne 
un  Maximum , ou  un  Minimum . Ce  que  nous  venons 
de  démontrer  peut  fuffire  aux  Commençants  pour 
comprendre  toute  la  première  feélion  du  Calcul  Inté- 
gral de  M.r  de  Condorcet. 
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Quant  a la  fécondé  fedion , l’Auteur  propofe  la  mé- 
thode d’intégrer  toutes  les  équations  différentielles,  qui 
peuvent  avoir  des  intégrales  finies;  cette  méthode  efl 
expliqueé  en  35.  ou  3 6.  pages.  Il  faudrait  un  long 
Commentaire  pour  éclaircir  les  difficultés,  qu’on  y trou- 
ve prcfqu’a  chaque  pas,  & pour  démontrer  exadement 
tout  ce  qu’on  y fuppofe  fans  demonllration . Nous  nous 
contenterons  de  donner  un  idée  generale  de  cette  fè- 
dion  , d'autant  plus  que  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage 
nous  avons  donné  des  méthodes , qui  nous  paroiffent 
avoir  la  meme  généralité  que  celle,  qui  eft  renfermée 
dans  cette  fedion  . 

Une  équation  différentielle  quelconque,  qu’on  a 
reconnù  par  la  première  fedion  avoir  une  intégrale 
finie , étant  propofée , M.r  de  Condorcet  la  préparé 
d’abord  de  maniéré  quelle  devienne  algébrique , ra- 
tionelle  8c  entière , comme  nous  avons  dit  cy-deffus  . 
Enfuite  il  remarque  les  points,  qui  diftinguent  cette 
équation  différentielle  de  toute  autre . Ces  points  font 
l’ordre  de  l’equation , le  nombre  & la  nature  des  fon- 
dions tranfeendantes  qui  s’y  trouvent,  le  degré  où  y 
montent  les  différences , & celui  des  équations  ratio- 
nellcs  entre  les  fimples  variables  x,  ÔV.,  & les  let- 
tres, qui  reprefentent  leurs  fondions  algébriques,  & 

tran- 
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tranfcendantes  , le  degré  où  montent  les  x , y , (Te. , 
8c  les  lettres , qui  reprefentent  leurs  fondions  dans  les 
coefficients  des  différentielles , & dans  les  coefficients 
des  équations  rationelles  & entières  entre  x,  /,  (Te. , 
& les  lettres  qui  reprefentent  leurs  fondions , enfin 
les  coefficients  confiants . 

De  ces  points  diftindifs  de  l’equation  différentielle 
propofée,  il  détermine  les  points  qui  diftinguent  l’inté- 
grale de  cette  équation  de  toute  autre  équation  finie , 
& il  trouve  un  nombre  fini  de  formules  d’intégrales 
finies , qui  renferment  neceffairement  celle  de  la  pro- 
pofée . Après  avoir  trouvé  les  différentes  formes  dont 
eft  fufceptible  l’intégrale  finie  d’une  équation  différen- 
tielle d’une  forme  donnée,  il  ne  refte  plus  qu’a  déter- 
miner entre  ces  formes  d’intégrales,  celle  qui  convient 
aux  coefficients  donnés  de  la  propofée,  8c  les  coefficients 
de  l’intégrale  qui  en  refultent . Pour  cela  diffèrentiant 
chaque  forme  d’intégrale,  8c  la  reduifant  a la  forme 
de  la  propofée , on  aura  une  fondion , qui  devra  être 
identiquement  la  même  que  la  propofée  ; comparant 
donc  terme  a terme  on  trouvera  les  coefficients  de 
l’intégrale , 8cc.  Mais , comme  le  remarquent 
d’Alembert , 8c  Bezout , ce  n’efi  que  par  la  leêlure  de 
l’Ouvrage  même , qu’on  peut  fe  former  une  idée  fuffi- 
■fante  de  l’etenduë  de  ces  méthodes.  Il  nous  fuffit  de 
dire  quelles  s’appliquent  a toute  équation  différentielle . 
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Il  faut  cependant  avoüer,  que  cette  méthode,  & 
toutes  les  autres  font  fujcttes  a des  inconveniens  iné- 
vitables. Les  Tables  conftruites  félon  les  principes  de 
M.r  de  Condorcet  contiennent  par  ordre  les  différentes 
formes  d’intégrales,  qui  étant  différentiées,  produifent 
les  équations  différentielles  d’une  forme  donnée . Tel 
eft  le  principe  fur  lequel  ces  Tables  font  conftruites , 
& elles  font  generales  a cet  egard.  Mais  fi  nous  don- 
nons des  valeurs  particulières  aux  coefticiens  de  ces 
formules,  qu’on  a fuppofé  generaux,  il  peut  arriver 
que  les  différentielles,  qui  en  refultent,  foieut  fufcepti- 
bles  d’abbaiffement , (ans  que  les  intégrales  changent  de 
forme,  comme  nous  l’avons  obfervé  plufieurs  fois;  & 
cela  arrivera  foit  que  les  coefficients  des  termes  plus 
elevés  s’evanoüiffent , foit  que  ces  différentielles  ayent 
des  fa&eurs,  alors  les  différentielles  d’un  degré  donne 
pourroieut  avoir  pour  intégrales,  ou  les  intégrales  ge- 
nerales de  ce  degré  , ou  des  cas  particuliers  d’intégrales 
fupérieures,  dans  lcfquelles  l’abbaifiément  auroit  lieu.  Il 
faudroit  donc,  pour  avoir  les  intégrales  de  cette  der- 
nière claffe  d’équations , former  une  Table , qui  con- 
tient tous  ces  cas  particuliers;  d’où  l’on  voit  que  cette 
.méthode  eft  fujette  aux  inconvénients  que  nous  avons 
déjà  obfervé  dans  les  autres , & qui  dépendent  de  la 
nature  même  du  calcul  ; c’eft  a dire , que  les  intégra- 
les peuvent  appartenir  a des  formules  moins,  ou  plus 
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compliquées.  Ce  dernier  cas  appartient  aux  différen- 
tielles, qui  auraient  un  faéleur.  Il  eft  vrai,  que  la 
méthode  propofée  fatisferoit  a tous  les  cas  pofiibles; 
mais  la  conltruélion  des  Tables  ferait  d’un  travail  im- 
menfe.  C’elt  pourquoi  nous  finirons  en  remarquant 
que  les  méthodes  generales  du  Calcul  Intégral,  qu’011 
a trouvées,  ne  diminuent  point  l’utilité  des  méthodes 
particulières,  que  nous  devons  aux  travaux  reunis  des 
grands  Géomètres  M.re  Newton,  Bernoulli,  Euler, 
d’Alembert,  Clairaut  , de  la  Grange,  &c. , comme 
M.r  de  Condorcet  l’avoue  lui-méme  dans  la  conclufion 
generale,  qu’il  a mis  a la  fin  de  fon  Calcul  Intégral 
en  ces  termes:  La  méthode  d intégrer , que  je  donne 
dans  cet  Ouvrage , joint  au  mérité  dette  dit  elle , celui 
de  la  plus  grande  généralité  qui  en  eft  une  fuite . Mais 
le  defaut  d exiger  beaucoup  de  calcul  (7  de  travail , euff* 
longtems  furrout  qu'il  ri  y aura  pas  de  Tables  d'intégrales 
toutes  dreffées , fait  que  jufques-là  elle  ne  peut  gueres 
être  d ufage  que  pour  les  cas , qui  ont  échappé  au x mé- 
thodes particulières. 


Fin  de  la  fécondé  Partie . 
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